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Analysis. 
Allgemeines: 


© Scheifers, Georg: Lehrbuch der Mathematik. Zum Selbstunterricht und für 
Studierende der Naturwissenschaften und der Technik. Eine Einführung in die Differen- 
tial- und Integralreehnung und in die analytische Geometrie. 9. Aufl. Berlin: de Gruyter 
1941. VIIL, 743 S. geb. RM. 15.—. 

© Tonolo, Angelo: Lezioni di analisi algebriea e infinitesimale. 5. ediz. Padova: 
A. Milani 1940. 570 pag. L. 80.—. 


© Cisotti, Umberto: Analisi matematiea. 4. ediz. Milano: Libr. Edit. Politeen. 
Cesare Tamburini fu Camillo 1940. XIX, 630 pag. u. 276 fig. L. 90.—. 

Die vierte Auflage seiner Mailänder Vorlesungen hat der Verf. um ein ausführ- 
liches Kapitel über Vektoren erweitert. Das Werk richtet sich an die Studierenden 
der Technischen Hochschulen; neben einer guten Einführung der grundlegenden 
Begriffsbildungen und sauberen Formulierung der Lehrsätze ist es reich an Beispielen. 
Inhalt: Kombinatorik, Determinanten, Lineare Gleichungen, Funktionen einer Ver- 
änderlichen, Ableitungen, Unendlich klein und groß, Differentiale, Integrale, Vektoren, 
Kurven, Komplexe Zahlen, Algebraische Gleichungen, Reihen, Integration rationaler 
Funktionen, Bestimmte Integrale. Funktionen von mehreren Veränderlichen, Inte- 
grale einiger algebraischen und transzendenten Funktionen, Differentiation und Inte- 
gration unterm Integral, Doppel- und Dreifachintegrale, Oberflächen, Gebietsintegrale, 
Differentialgleichungen, Näherungsverfahren zur Auswertung bestimmter Integrale, 
Fourierreihen. Ullrich (Gießen). 

@ Gale, Arthur S., and Charles W. Watkeys: Elementary functions and applications. 
Revis. edit. London: Holt 1941. XXI, 409 pag. $. 2.25. 

Pompeiu, D.: Sur Parithmötique de Pinfini. Bull. Sect. Sci. Acad. Roum. 24, 
569—572 (1942). 


Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


Brouwer, L. E. J.: Zum freien Werden von Mengen und Funktionen. Akad. We- 
tensch. Amsterdam, Proc. 45, 322—323 (1942). 

In seinen früheren Veröffentlichungen über den intuitionistischen Funktionsbegriff 
beschränkte sich Verf. im allgemeinen auf solche Funktionen, die durch ein Gesetz 
bestimmt sind. Demgegenüber hebt er in der nunmehr veröffentlichten Briefstelle aus 
dem Jahre 1936 hervor, „daß eine beliebige stetige Funktion genau so ‚im freien 
Werden’ entsteht wie ein beliebiger Punkt des Kontinuums“. Eine beliebige stetige 
Funktion kann einen Punktkern eines topologischen Raumes stetiger Funktionen dar- 
stellen [vgl. hierzu bereits Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 29, 855—863 (1926) ]. — 
Dem Briefzitat sind eine Erweiterung und einige erläuternde Ergänzungen zur in- 
tuitionistischen Mengendefinition [Math. Ann. 93, 244—257 (1925)] sowie die Berich- 
tigung eines sinnstörenden Druckfehlers zur Definition der ‚„‚Halbidentität“ von Spezies 
(ebenda S. 246) angeschlossen. Arnold Schmidt (Marburg, Lahn). 

. Brouwer, L. E. J.: Die repräsentierende Menge der stetigen Funktionen des Einheits- 
kontinuums. Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 443 (1942). 

Der vom Verf.in Math. Ann. 97, 60—75 (1926), 8. 62 eingeführte Begriff der ‚vollen 
Funktion“ wird erweitert; für die allgemeineren „vollen Freifunktionen“ läßt sich der 
intuitionistische Beweis der gleichmäßigen Stetigkeit übernehmen. Es werden nun 
gewisse Intervallzuordnungen — Treppenblöcke — definiert (und zwar werden bei 
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vorgegebenen m, n den Brouwerschen #(m)-Intervallen des Einheitskontinuums 
A (n)-Intervalle zugeordnet, wobei aneinandergrenzenden »-Intervallen 4-Intervalle mit 
gemeinsamem Segment zugehören sollen). Die Spezies der vollen Freifunktionen des 
Einheitskontinuums läßt sich durch die Menge repräsentieren, die bei sukzessiver Wahl 
einander eingelagerter, im übrigen beliebiger Treppenblöcke entsteht. Arnold Schmidt. 

Mira Fernandes, A. de: La condizione (N) di Lusin e le condizioni (T) ed (S) di 
Banach. Condizioni ($ı) ed (Se). Portugaliae Math. 3, 120—123 (1942). 

J sei ein Intervall der reellen Variablen x, |M| das Maß der Menge M, F eine 
endliche Funktion von x. F erfüllt auf der Menge E die Lusinsche Bedingung (N), 
wenn für jedes 7c E mit |H]| = 0 gilt |F(Z)| = 0; dabei bedeutet F(H) die Menge 
der Funktionswerte F(x) für ec H. Die Bedingung (T,) bzw. (T,) für J besagt, 
daß die Menge der in J unendlich bzw. nichtabzählbar unendlich oft angenommenen 
Funktionswerte vom Maß Null sei. Bedingung (S) in J besagt, daß zu jedem vor- 
gegebenen n>0 ein e>0 bestimmt werden kann, so daß für jede meßbare Menge EC J 
mit |2| <egilt | F(E)|<n; (8,) besagt, daß nur |IF(A +E)| — |F(A)| <n für jedes 
meßbare Ac J gilt. (8,) schließlich drückt aus, daß |F(4A)| für alle meßbaren ACC J 
gleichmäßig stetige Funktion von |A| sein soll. Bemerkungen über gegenseitige Ab- 
hängigkeit dieser Bedingungen; leichte Anwendungen auf stetige Funktionen, die sich 
aus zwei absolut stetigen Funktionen zusammensetzen lassen. Harald Geppert. 

Tautz, Georg: Approximation von absolut additiven Mengenfunktionen durch absolut 
stetige. Dtsch. Math. 6, 553—558 (1942). 

Eine absolut additive (volladditive) Mengenfunktion F(M) in einem euklidischen 
Raum läßt sich nach Radon [S.-B. Akad. Wiss. Wien, Abt. IIa 128, 1083—1121 (1919): 
S. 1088] auf mannigfache Art durch absolut stetige Mengenfunktionen F,(M) „schwach 
approximieren“ in dem Sinne, daß für eine feste Menge & und für jede in & stetige 


Punktfunktion /(P) gilt I HP)dF(M) = lim f P)dF,(M). In einer früheren Arbeit 


& & 

[Math. Ann. 117, 694—726 (1941); S. 697 u. 725; dies. Zbl. 24, 113] hat Verf. eine 
bestimmte Art derartiger Approximationen verwendet, diese aber unter einschränkenden 
Voraussetzungen über F(M) mit potentialtheoretischen Hilfsmitteln bewiesen. In vor- 
liegender Note werden diese Voraussetzungen beseitigt und beim Beweise nur maß- 
theoretische Methoden benutzt. Haupt (Erlangen). 

Popoff, Kyrille: Über die verallgemeinerten Ableitungen, die durch ein Iterations- 
verfahren gebildet sind. Abh. preuß. Akad. Wiss., Math.-naturwiss. Kl. 1942, 1—19 
(Nr 2). 

Verf. hat in verschiedenen früheren Arbeiten (dies. Zbl. 18, 300; 19, 56; 21, 306; 
23, 143) Erweiterungen des Ableitungsbegriffes für (reelle oder komplexe) Funktionen 
vorgeschlagen. Eine vorherrschende Rolle spielt der Grenzwert 


lim, (fe +1) — f(a)}p(e, var inte dt, 
0 0 


der auf Grund der Gewichtsfunktion @ gebildet wird. Falls dieser Grenzwert existiert. 
stellt er eine erweiterte (rechtsseitige) Ableitung der Funktion / im Punkte x dar. 


b 1 
Im Spezialfall $(z, t) =: gelangt Verf. durch ein Iterationsverfahren zur Folge 
u 


D)W)=—[D-ıWdim=1,23.., Dw-eLt-ie 
0 


und betrachtet den Grenzwert D, — lim D„(w). — Dieser Grenzwertkonstruktion wird. 


noch die nachfolgende zur Seite gestellt: 
u 


C,(w) — [Dom => ir idt (n=1, 20 IR O,(u) =Ds,(u), En = lim 0, (u). 
r u>0 
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Das erste Verfahren zeigt eine weitgehende Analogie zum Hölderschen Summations- 
verfahren divergenter Reihen, das zweite eine solche mit dem Cesäroschen Verfahren. — 
Verf. beweist, daß die Existenz von D, diejenige von C,, zur Folge hat. Die Umkehrung 
dieser Aussage gilt dann, wenn limD,(u) und lımD,(u) endlich ist. Es wird noch 
gezeigt, daß sich die wichtigsten Regeln der Leibnizschen Differentiation auf diese 
Erweiterungen übertragen lassen. H. Hadwiger (Bern). 

Gongalves, J. Vicente: Sur les systemes de fonetions A jaeobien nul. Portugaliae 
Math. 3, 157—170 (1942). 

L’A. donne, du th&oreme classique de Jacobi pour les systömes & jacobien nul, 
une demonstration tres simple base sur la consideration des courbes de niveau: Etant 
donnees deux fonctions differentiables u = _(T, y), v=Yy(z, y), la condition n£- 
cessaire et suffisante pour que les courbes 9 = const, suppos6es pourvues partout 
d’une tangente sauf peut-tre en une infinite denombrable de points sur chacune d’elles, 
soient egalement des courbes 9 = const est que le jacobien 


Vz Y 


s’annule identiguement en dehors des points oü il n’y a pas de tangente. L’A. precise 
la variation de y en fonction de @ puis &tend ses resultats aux systemes & plus de deux 
variables. Enfin il s’occupe de l’existence m&me des courbes de niveau. 

Frederic Roger (Berlin). 

Jucei, Ennio: Sopra una dimostrazione intuitiva delle formula di Bernoulli-Taylor. 
Attı Mem. Accad. Sci. Padova, N. s. 57, 129—137 (1942). 

Es wird ein graphisches Verfahren angegeben, mit dessen Hilfe man anschaulich 
die bekannte Formel von Mac-Laurin beweist und gleichzeitig die Koeffizienten mit 
jeder gewünschten Genauigkeit berechnet. Tullio Viola (Roma). 

Ioneseu, D. V.: Une applieation d’une @quation fonetionnelle. Bull. Sect. Sci. Acad. 
Roum. 24, 573—576 (1942). 

Anghelutza hat bewiesen [C. R. Acad. Scı., Paris 194, 420—422 (1932); dies. 
Zbl. 4, 7], daß die stetigen Lösungen der Funktionalgleichung 


a) Karsaner: =): 


durch diedreiFunktionenpaare (2) /(»)=x2+ß,9(2)=yr-+6; f(@2)=acosAc + ßsin}z, 
g(z)=ycosiz + ösiniz; f(x) = a Cojiz + PE&iniz, g(2) = yLofix + 66indz 
gegeben sind. Da sich die Funktionalgleichung 


b b 
[re)de:[g(e)dz = [f(a) + (b)]: [g(a) + 9()) 


leicht auf (1) zurückführen läßt, hat sie ebenfalls die Lösungen (2). Bine geometrische 
Anwendung dieses Ergebnisses ist folgende: Bezieht man eine ebene Kurve auf den 
Parameter u, zeichnet die Sehne mit den zu u + h gehörigen Endpunkten und ver- 
langt, daß die Fläche zwischen Sehne und überspannendem Kurvenbogen von u un- 
abhängig sei, so ist die Kurve ein Kegelschnitt. Harald Geppert (Berlin). 

Fubini, Guido: On Cauchy’s integral theorem and on the law of the mean for 
non-derivable funetions. Proc. Nat. Acad. Sci. U. 8. A. 26, 199—204 (1940). 

Es seien p(z, y) und g(z, y) stetige Funktionen im RechteckR=[a=r=b, c<y=d]. 
Für jede stetige, geschlossene und rektifizierbare Kurve (, welche ganz aus Punkten 
von R besteht, sei J(C) =/(pdz + qdy). K., Menger (dies. Zbl. 22, 323) hat Be- 


c . 
dingungen dafür gegeben, daß J(C) für jede Kurve C Null ist, d.h. damit pdx + qdy 
ein exaktes Differential ist. — Die Zahlen &,,..., Im+ı5 Y1>-: + Yn+ı Sollen den 
Bedingungen 0 = rn <nm<:. <mp =be=y<Mp<<Yr = b, ge- 
4*+ 
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nügen; wir teilen R in die mn Rechtecke r,, = [®; zı=s %ir+1, % zy < Y;4ı] und 
wählen auf jeder der Seiten <= 2 <= x%,,ı, y=y;, eınen Punkt (£;,, 9), % = 10 08.45 120% 
j=1,2,...,n +1, und auf jeder der Seiten m, Yy=zy= Yyyzı, einen Punkt 
Gun) teh2.. mel lat: Wir setzen 

Ap _ Pldisr Yr)—PlEis,Y) Ag _Aırı> Mi+ı, gm, Ms) 4-5 
Ay VE a %rı—% a 25 Ay 4x 
i=1,2,..,m, j=1,2,...,n. Verf. beweist: Damit J(C) = 0 wird, ist notwendig 
und hinreichend, daß jedem Zahlenpaar e>0, 0 >0 eine Unterteilung von R m 
Rechtecke »;, und eine Auswahl von Punkten (&;,, 4), (%, ni5) zugeordnet werden 
kann, so daß alle Rechtecke r;, einen Durchmesser <e haben und alle Differenzen 
ö;;< 0 sind. — Verf. stellt außerdem folgenden Mittelwertsatz für stetige, nicht not- 
wendig differenzierbare Funktionen auf, für dessen Beweis auf eine spätere Arbeit 
verwiesen wird. Wenn o(x), a<xz=<a-+H, eine stetige Funktion ist, entspricht 
jedem hinlänglich kleinen A>0 eine Zahl O=6(h), O<9<1, 60H +h<JH, der- 


art, dß  [p(a+ H) — pla)/H = [pla + OH + h) — pla + HH)]/h 
ist und außerdem Jim (a +6H) existiert. L. Cesarı (Pısa). 


> 


Allgemeine Reihenlehre: 


Wendelin, H.: Berichtigung zu: „Einheitliche Ableitung der bekannten Beziehungen 
zwischen den Grenzen und Limites der Folgen (2), (Yn)> (&n + %n) und (&n* Yn)“ 
in Deutsche Mathematik 6 (1941), S. 265, 266. Dtsch. Math. 6, 564 (1942). 

Vgl. dies. Zbl. 26, 208. 

Giuga, 6.: Le progressioni. Esercitazioni Mat., Il.s. 13, 138—152 (1941); 14, 
23—43 (1942). 

Martin, Margaret: A sequence of limit tests for the eonvergence of series. Bull. 
Amer. Math. Soc. 47, 452—457 (1941). 

Unter Benutzung eines von R. W. Brink [Ann. of Math., II. s. 21, 33—60 (1919)] 
herrührenden Integralkriteriums wird die folgende Skala von Konvergenzkriterien 
bewiesen: Es sei DAR eine Reihe mit positiven Gliedern, für die das Verhältnis 
Ya = Un+ıl%n aufeinanderfolgender Glieder gegen Eins strebt. Setzt man dann 

n — In+ıl?„ und sind für ein beliebiges ganzes k > 0 die (endlichen oder unendlichen) 
Grenzwerte lim nlogR, = ap, lim logn[n?logR„ — 1] = a,, 


Nn>X 


1 2 o — — == 
‚lim log logn[logn{n?logR, N — 1]=a,,... 


bis a, hin vorhanden, wobei w=a,—= -:- = _, =1, dagegen a, + 1 sein soll, so 
ist die Reihe >’w, konvergent für a, > 1, divergent für a, <1. — Das Kriterium 
bleibt richtig, wenn log R, durch den in manchen Fällen handlicheren Ausdruck R, — 1 
ersetzt wird. F. Lösch (Rostock). 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Vegas Pörez, Angel: Abgekürzte Ableitung der Stirlingschen Formel zur Berechnung 
von n!. Rev. Acad. Ci. exact. Madrid 36, 126—129 (1942) [Spanisch]. 

Verf. gibt eine Herleitung der Stirlingschen Formel mittels der Euler-Mac Laurin- 
schen Formel, die im wesentlichen schon in den Lehrbüchern der Differenzenrechnung 
(z. B. Nörlund, Vorlesungen über Differenzenrechnung, Berlin 1924) zu finden ist. 

F. Knoll (Wien). 

Schaeffler, A. C.: Inequalities of A. Markoff and $. Bernstein for polynomials and 
related funetions. Bull. Amer. Math. Soc. 47, 565—579 (1941). 

Die Arbeit bietet eine dankenswerte Zusammenstellung der im Zusammenhang 
mit dem Approximationsproblem aufgetauchten Ungleichungen, die den Wertevorrat 
eines Polynoms, trigonometrischen Polynoms oder verwandter Funktionen mit dem- 
jenigen der schrittweisen Ableitungen verknüpfen, samt Beweisskizzen, verbindenden 


53 


Gedankengängen und Schrifttum. Die A. Markoffsche bzw. Bernsteinsche Ungleichung 
besagt, daß ein rationales Polynom f(x) n-ten Grades, fürdasin -1<x=<1 @))=1 
gilt, daselbst r@|= n? bzw. n(l — x?)-V2 erfüllt. Von Fekete rührt die folgende 

bertragung auf trigonometrische Polynome F(®) n-ten Grades, bei denen für reelles 
9 (*) |F(6)|=1 gilt, her: |F’(6)|<n, während Zygmund ohne (*) für p>1 das 

+2 1/p +a 1/p 
allgemeinere Ergebnis ‚(27)-!/|F’ ran zn [am ı/|F(0)P 0 gewann. — Es 
liegt nahe, F(0) als Randwerte einer harmonischen Funktion aufzufassen und daher 
zur folgenden Verallgemeinerung von Szegö vorzustoßen: F(r, 0) sei ein harmonisches 
Polynom n-ten Grades und |F(1,0)|<1, dann ist für r<1: |gradF(r, o|=n; 
während Kellog für allgemeine Polynome P n-ten Grades in &,.. ., 2, für die in 
der Einheitskugel X +--- +2,=1 |P|<=1 ist, zeigte, daß 
|jgrad P = min{n(1 —_— 1... 2; n?} 
ist. 8. Bernstein gab die Übertragung auf ganze Funktionen F(z) vom Exponential- 
typ, die |F(z)| =O(expo|z|), |F(x)|<1 für —oo < x < ooerfüllen, an: |F'(x)|<o. 
Die Erweiterung der obengenannten A. Markoffschen Ungleichung auf höhere Ablei- 
tungen wurde von W. Markoff geleistet: f(x) sei ein rationales Polynom n-ten Grades 
mit (**) (a) <1 für -1<x= +1, dann gilt daselbst 
Mae! 


v—1i 
| el ae) v=1,2...,n 
i=0 i=0 

wobei man nach Duffin und Schaeffer (vgl. dies. Zbl. 25, 314) sogar (**) nur in 
den n+1 Stellen vorauszusetzen braucht, an denen (7,(x))?=1 (T, = Tschebyscheff- 
polynom) gilt. — Zum Schluß einige damit zusammenhängende Ungleichungen über 


quasianalytische Funktionen. Harald Geppert (Berlin). 
Spezielle Orthogonalfunktionen: 


Burchnall, J. L.: A note on the polynomials of Hermite. Quart. J. Math. 12, 
9—11 (1941). 

Die Hermiteschen Polynome sind 
(1) H„(z) = e*(— D)"e=** = (—1)"(D— 2z)"l, D=dlde. 
Feldheim (dies. Zbl. 18, 213) und Watson (ebenda) gewannen eine Entwicklung ‘B 
des Produktes Z„(z)H,„(z) nach Hyyn-ar(z) [r=0,1,..., min(m, n)]. Während 
sie über (1) hinausgehende Hilfsmittel benutzten, findet Verf. einen Beweis von ®, 
der sich unmittelbar auf (1) gründet. Er geht dabei von der allgemeinen Leibnizschen 
Formel für D*(vw) aus und führt statt der in ihr auftretenden Operatoren die ihnen 
adjungierten ein. Durch passende Wahl der v, w erhält er (1). — Auch die Umkehr- 
formel zu ® leitet er aus (1) her. — Entsprechende Ergebnisse für die Polynome 


Rn 
Hn(X) = 2 2H,le/ Y). — Zum Schlusse entwickelt Verf. den auf eine beliebige 
Funktion y wirkenden Operator D*y nach den Operatoren (D+ 2x)", (D+ x)""" 
NE Koschmieder (Graz). 
Bickley, W. G.: Notes on Mathieu functions. 1. A class of hyperbolic Mathieu 
funetions. Philos. Mag., VII. s. 30, 312—322 (1940). 


Es werden in Analogie zu den ce, Segnzı, CCan+ı, SCany+2 für die Differential- 
gleichung 12 + (a + 2% cosh2£)y = 0 Lösungen konstruiert, die nach den cosh und 


sinh bzw. nach den Besselfunktionen I, K fortschreiten, dafür Integraldarstellungen 
abgeleitet und asymptotische Werte für große & gegeben. Vgl. S. Goldstein, Mathieu 
Functions [Trans. Cambr. Philos. Soc. 23, 303—336 (1927)]. Volk (Würzburg). 
Bailey, W. N.: On the double-integral representation of Appel’s function F4. 
Quart. J. Math. 12, 12—14 (1941). 
Verf. erwähnt zunächst, daß von J. L. Burchnall und T. W. Chaundy [ Quart. 
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J. Math., Oxford ser. 11, 249—270 (1940); dies. Zbl. 25, 163] eine Darstellung der 
obengenannten Appellschen verallgemeinerten hypergeometrischen Funktion durch 
ein Doppelintegral abgeleitet wurde. Hierbei gingen die genannten Verff. von einem 
Ausdruck der Appellschen Funktion F, durch eine unendliche Reihe hypergeometrischer 
Funktionen aus. Verf. leitet jetzt eine analoge Integraldarstellung der Funktion F, 
dadurch ab, daß er diese in eine Doppelreihe nach Potenzen der Veränderlichen & 
und y entwickelt. Bei der Berechnung der Koeffizienten dieser Reihe verwendet er 
den Saalschützschen Satz. Hierdurch gelangt er schließlich zu einer Reihendarstellung 
der genannten Appellschen Funktion durch eine einfach unendliche Reihe, deren Glieder 
Produkte je zweier hypergeometrischer Funktionen enthalten. Indem er nun diese 
hypergeometrischen Funktionen durch ihre Darstellungen mittels je eines bestimmten 
Integrales ersetzt und daraufhin die Reihe summiert, gelangt er zur gewünschten 
Darstellung der Appellschen Funktion durch ein bestimmtes Doppelintegral. Es zeigt 
sich, daß diese neue Darstellung durch eine einfache Substitution in die obengenannte 
Integraldarstellung der früheren Autoren übergeführt werden kann. M. J.O. Strutt. 


Funktionentheorie: 


Heffter, Lothar: Vereinfachte Begründung der Funktionentheorie. Jber. Dtsch. 
Math.-Vereinig. 52, Abt. 2, 30—32 (1942). 

Um die Klasse der analytischen Funktionen einer komplexen Veränderlichen zu 
kennzeichnen, können auch andere Eigenschaften zugrunde gelegt werden als die 
Forderung der Differenzierbarkeit in allen Punkten eines Gebiets, von der man ge- 
wöhnlich ausgeht. Verf. setzt /(2) = u(x, y) + iv(z, y) als integrierbar in & für jedes y, 
in y für jedes x voraus und fordert. die Gültigkeit des Cauchyschen Integralsatzes für 
jedes Rechteck. Diese Forderung ist einer Beziehung der Mittelwerte von u, v auf 
den 4 Seiten des Rechtecks gleichwertig, die unter den natürlichen Zusatzannahmen 
in die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen übergeht. Die integraltheoretische 
Durchführung, die Verf. im Anschluß an frühere Veröffentlichungen ausgebaut hat 
[zuletzt J. reine angew. Math. 175, 240—245 (1936); dies. Zbl. 14, 352] hat er indes 
in einem Freiburger Vortrage eingehender skizziert und in einem Büchlein nieder- 
gelegt, das bald erscheinen soll. Zweifellos erhält man so einen einfachen Zugang 
zur Funktionentheorie, der Interesse und Vorteile bietet. Ullrich (Gießen). 

Belardinelli, Giuseppe: Una rappresentazione analitica delle funzioni algebriche. 
Rend. Semin. mat. fis. Milano 15, 70—80 (1941). 

Verf. hatte in einer früheren Arbeit (vgl. dies. Zbl. 9, 72) gezeigt, daß sich jede 
algebraische Gleichung zwischen 2 Veränderlichen auf die Gestalt „"—a+xp(z, yJ=0 
transformieren läßt. Die Reihenentwicklung für y(z), wo y— a — zf(y)=0, gab schon 
Lagrange. Verf. leitet daraus die Entwicklung von y(2), wo "—-a-—-aıy—=0, 


in eine hypergeometrische Reihe, allgemeiner die von Ylzy, 21, ::., %n), wo 
y" — a+ y" eur Zn-ıy"t+...+2%y+2,=0, in eine hypergeometrische Reihe 
von n Veränderlichen ab. Dann deutet er z,, 21, . . ., 2, als Polynome P,(2), ..., P„(x) 


einer und derselben Veränderlichen und hat die Entwicklung von y(x), wo 
y"— a+P,(2)y"+ + P,(z2) = 0, mit P;(0) = 0, in eine hypergeometrische Poly- 
nomreihe. Auf Grund des eingangs erwähnten Satzes hat er damit den allgemeinsten 
Fall behandelt. Verf. stellt schließlich noch die hypergeometrischen Reihen durch 
bestimmte Integrale dar. Zum Schluß führt er das Beispiel y — y+ P(x) =0 bis 
zu Ende durch. Ott-Heinrich Keller (Berlin). 

Bohr, Harald: Über Potenzreihen mit Lücken. Eine Pseudo-Stetigkeitseigenschaft. 
Mat. Tidsskr. B 1942, 1—11 [Dänisch]. 

Es werden Potenzreihen /(z) betrachtet, die im Einheitskreise konvergieren 
ohne beschränkt zu sein. 7 heiße eine Drehungszahl zu k, wenn gleichwohl die 
Differenz beschränkt ist: 


Nee) te 
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Verf. stellt und beantwortet die Frage, ob es Potenzreihen Da,2” obiger Art gibt, 
welche zu jeder noch so kleinen Schranke % beliebig kleine Drehungszahlen aufweisen: 
Das ist zu bejahen und kann durch Potenzreihen mit genügend großen Lücken belegt 


oo 
oo 
n 2 A, > 5 5 1 a 
werden; dazu gehören D)z”” wenn > 1 konvergiert. Ein allgemeiner Satz darüber 
v=1 +1 
v=] 


wird noch nicht angestrebt. Der Beweis für die Beispielgruppe gelingt durch Aus- 
weitung einfacher Beweisgedanken im Umkreis der Lückensätze. Ullrich (Gießen). 


Bohr, Harald: Über das Koeffizientendarstellungsproblem Dirichletscher Reihen. 
Danske Vid. Selsk., Math.-fys. Medd. 20, Nr 2, 1—12 (1942). 

Für Dirichletsche Reihen /(s) u - ‚s=0-it, gilt nach O. Perron [J. reine 
angew. Math. 134, 95—143 (1908)] in Verallgemeinerung der klassischen Darstellungs- 
formel für die Summe der Koeffizienten 


&+io 
1 w° il ano! 
Er Face PA 
&— io n<w 


wenn 0—=x>0 eine im Innern des Konvergenzbereichs gelegene Gerade bedeutet. 
Dabei ist w eine beliebige positive Größe. Ebenso bedeutet p eine positive Zahl, be- 
züglich der jedoch bisher ein ungelöstes Problem bestand: Die Perronsche Beweis- 
methode zeigt, daß die Formel gewiß für oe >1 gilt; sie läßt dagegen die Frage offen, 
ob die Formel auch für 0O<o<{1 gültig bleibt. Verf. beantwortet nun diese Frage 
ım negativen Sinne, indem er eine Dirichletsche Reihe konstruiert, für die die Formel 
bei keinem Wert von po aus dem Intervall O<o<<1 gültig bleibt. — Für die Kon- 
struktion dieser Reihe ist eine Untersuchung der Größenordnung der durch Dirichlet- 
sche Reihen definierten Funktionen f(s) bei unbegrenzt wachsendem { erforderlich. 


Dazu wird der Satz bewiesen: Es gibt eine Dirichletsche Reihe /(s) - > + mit der 


Konvergenzabszisse 0, zu der eine Ordinatenfolge t, <t< .-- <t,<.-:, 1, 
derart existiert, daß es zu jedem Wertepaare O<0o,<0,<1l eine positive Kon- 
stante c=c(0,,0,) und ein N=N(o,,0,) gibt, so daß für jedes v> N auf der 
ganzen Strecke 01, <o=0,, t=t, der Betrag von f(o + it,) größer als ct,” ist, 
während ihr Argument in einem festen Winkelraum kleiner als x etwa um die positive 
Achse gelegen ist. F. Lösch (Rostock). 
Pisot, C.: Über ganzwertige ganze Funktionen. Jber. Dtsch. Math.-Vereinig. 52, 
Abt. 1, 95—102 (1942). 
Eine ganze Funktion g(z) heißt bekanntlich ganzwertig, wenn die Funktions- 
werte g(0), g(1), 9(2),... ganze Zahlen sind. Für solche Funktionen beweist Verf. 
folgenden Satz: Jede ganzwertige ganze Funktion g(z), welche der Bedingung 


Im re) < 0,8 genügt, wobei M(o) das Maximum von |g(z)| auf dem Kreise |2|=e 
0x0 0 = 

Hedeuteh; läßt sich in der Form g(z) = P,(z) + 2? P;(z) + YP; (2) + YPs (2) darstellen, 
worin {P,(z)}} (a = 1, 2, 3, 4) gewisse Polynome mit algebraischen Koeffizienten und y 


und y die Wurzeln ZUE der Gleichung 2? — 32+3=0 sind. Verf. bekommt dieses 
Ergebnis durch zahlengeometrische Betrachtungen aus einem allgemeineren Satze, 


welcher eine Aussage über die Gestalt einer ganzwertigen ganzen Funktion g(z) enthält, 


für welche lim 1og.M (e) < &, ist und der feste Zahlenwert &, zwischen 0,825 und 0,850 
liegt RR Lammel (Prag). 
Spencer, D. €.: Note on some funetion-theoretie identities. J. London Math. Soc. 


15, 84—86 (1940). 
; Zu den länger bekannten Identitäten von Hardy und P. Stein [J. London Math. 
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Soc. 8, 242-247 (1933); dies. Zbl. 7, 350] 


\ 5 . n B d T 
(1) zn Fire 21 (ge) %ededa=r,;. | \fre”)dd 
0 rn ne 
und von Prawitz [Ark. Mat. Astron. Fys. 20 A, Nr. 6 (1927)] mit j{reir) = Rei? 
def ep 
(2) [ie las — ae 
A l2|=r 


gibt Verf. zwei Ergänzungen mit Hilfe des von ihm eingeführten Ausdrucks der „‚mitt- 
leren Wertigkeit“ u: 
RG ReY)dYW = p(r, R), 


in dem n(r, w) wie üblich die Anzahl der w-Stellen in |z2| < r bedeutet. Er zeigt, daß 
die rechte Seite von (2) wie die linke von (1) gleich 


24 [ptr, R)d(n. R*) 


R=0 
ist und kann so den Beweis von (1) vereinfachen, weil diese Nachweise einfacher zu 
führen seien als die früheren Wege zu (1). Ullrich (Gießen). 


Calugardano, Georges: Invariants et covariants de d£rivation des fonetions analy- 
tiques. C. R. Acad. Sci. Roum. 5, 296—298 (1941). 

Im Anschluß an die vom Verf. [Mathematica, Cluj 15, 56—60, 61—80 (1939); 
dies. Zbl. 21, 331, 332; vgl. ferner dies. Zbl. 17, 174; 18, 141, 341; 19, 418; 20, 35] 
untersuchten Fortsetzungsinvarianten wird der neue Begriff der Ableitungsinvarianten 
gebildet. Es sei f(z) eine im Unendlichen reguläre analytische Funktion. Die Fort- 
setzungsinvariante J[f], die ihren Wert behält, wenn man /(z) durch g(z) = f(z + h) 
ersetzt (h eine von z unabhängige beliebige Konstante), heißt Ableitungsinvariante, 
wenn ihr Wert auch bei Ersetzung von f(z) durch g(z)=f’(z) ungeändert bleibt. Der An- 


= ne eo KOHL — )dsdi = ol FT WHL — Wdsdt 


(H eine unbekannte ganze Funktion; C' eine einfach geschlossene Kurve mit den 
Singularitäten von f(z) im Innern) liefert nach zweimaliger partieller Integration die 


Ableitungsinvariante 
> er L\er 
Ku) > a mit Tal) | roroe—Hrrasar. 
=( [9] 


In ähnlicher Weise ergibt sich eine ganze Folge K„[/] von Ableitungsinvarianten.. — 
Die Fortsetzungskovariante Ä[f; 2], die bei Ersetzung von f(z) durch f(z-+r) in 
K[/; z + h] übergeht, heißt Ableitungskovariante, wenn K[/;2] = K[f’;z] ist. Verf. 
bildet auch hier eine Folge K,„[/;2] solcher Ableitungskovarianten; es sind dies im 
Beispiel ganze Funktionen in z. Meyer-König (Stuttgart). 

Koppenfels, Werner v.: Bemerkungen zu der Arbeit von E. Graeser: Konforme 
Abbildung der längs eines beliebigen Kegelschnittbogens aufgeschlitzten Ebene auf das 
Außere eines Kreises. Dtsch. Math. 6, 558—564 (1942). 

Berichtigung eines Versehens von Graeser, Durchführung der Konstanten- 
bestimmung und erweiterte Diskussion der Abbildungsaufgaben des Titels [vgl. dazu 
Graeser, Dtsch. Math. 2, 293—300 (1937); dies. Zbl. 16, 267]. Ullrich (Gießen). 

Bell, P.O.: A characterization of the group of homographie transformations. Bull. 
Amer. Math. Soc. 47, 488—493 (1941). 

Durch die konforme Abbildung w = w(z) werde die Kurve C der 2-Ebene in C 
in der w-Ebene übergeführt; s, 5 seien ihre Bogenlängen, y, y die Krümmungen in ent- 
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sprechenden Punkten. Mit - —=A(z, y) gilt dann 


| = dy 9 ) 
y=yl+4y000— sind, Enllı Ahay60820 + 5 (dyy — Ar.) sin20), 
(tangO — 22) 


Daher ist kennzeichnend für eine projektive Abbildung w = w(2) : A,, = All 
und die Differentialform dydsist genau dann invariant. Bezeichnet (2, st die era 
sche Ableitung von z(s) nach s, so finden sich die invarianten Formeln 
e ‚ dy\ ER Lh 
a 5 ey y FAR 
Für die projektive Abbildung w = (az + b)/(cez +d), ad — be=1 wird 


Mz, y) = (cz + d)(e2 +4); 
durch einen Punkt 2, = 2, + iyy (+00, = —d/c) geht genau ein Kreis, dessen sämt- 
liche Bogenelemente bei der Abbildung im Verhältnis 1: A(x,, Yo) vergrößert werden, 
und durch den Bildpunkt w, = w(z,) genau ein Kreis. der bei der inversen Abbildung 
überall im Verhältnis A(z,, %0) vergrößert wird. Diese Kreise nennt Verf. „‚magni- 


metrisch‘“. Ihre Gesamtheit bildet in jeder Ebene ein konzentrisches Büschel 
(ez +.d) (e2+ d) —=A=konst. bzw. (cw— a) (w— ä) =7/!=konst. Die von Ford 
eingeführten isometrischen Kreise sind Sonderfälle. Harald Geppert (Berlin). 


Wolff, J.: Deux th&or&mes sur la derivee d’une fonetion holomorphe univalente et 
bornee dans un demi-plan au voisinage de la frontiere. Akad. Wetensch. Amsterdam, 
Proc. 45, 574—577 (1942). 

Ergänzungen zu der in dies. Zbl. 26, 218 besprochenen Arbeit des Verf. Für 
Annäherung an die imaginäre Achse (als Rand) war danach schon zf’(z)—0 bekannt. 
S, sei nun eine Punktfolge 2, —0 mit 2,41 <cz,, 8, eine aus S, durch die Schie- 
bung z + it entstehende Folge. — Verf. zeigt, daß die imaginäre Achse eine ‚Schöpf- 
menge“ (s. unten) von Punkten :t enthält, so daß für alle 8, 


f (zu + it) Yan > 0 
strebt. Andererseits kann bei genügend starker Anschmiegung der Punktfolge (Kurve) 
an den Rand Kim If @)| \ Yo an 


eintreten. Verf. zeigt: Zu jedem p aus O<p << % gibt es Funktionen (der Klasse des 
Titels), für die das für allet aus —oo < t <’ oo und für alle Kurven y= zP + t geschieht. 

Unter einer „Schöpfmenge‘“ verstehe man nach dem Vorschlage von Denjoy eine 
Menge, welche die betrachtete Kurve — imag. Achse, Einheitskreis — bis auf eine Menge 
vom Maß 0 ausschöpft. Der von Denjoy gebrauchte Ausdruck ‚une plenitude“ hat sich 
bereits eingebürgert. Zuerst in der in dies. Zbl. 25, 259 genannten Note. Ullrich (Gießen). 

Yang, Ou Tehen: Surfaces de Riemann rögulitres de points de ramification donn&s. 
C. R. Acad. Scı., Paris 213, 556—558 (1941). 

Studium der Überlagerungsflächen 8 einer Riemannschen Fläche S, vom Ge- 
schlecht p,, welche in n Punkten &,,.... ., &, punktiert wird; dort werden die Ordnungs- 
zahlen r,,...., rn vorgeschrieben. Bei der Überlagerung sollen über «, je r, Exemplare 
von 8, zyklisch zusammengefügt werden. Bestimmung der Zahl der Exemplare von S,, 
die die Überlagerungsfläche S enthält, und des Geschlechts von 8. Ullrich (Gießen). 

Fueter, Rudolf: Über einen Hartogs’schen Satz in der Theorie der analytischen Funk- 
tioneı von n komplexen Variablen. Comment. math. helv. 14, 394—400 (1942). 

L’A. d& una nuova dimostrazione del teorema di Hartogs, secondo cui una 
funzione di n variabili complesse, regolare sopra un’ipersuperficie R dello spazio 
2n-dimensionale ove si rappresentano le n variabili, & prolungabile in modo regolare 
allinterno di R. La dimostrazione, che generalizza quella gia data dall’A. stesso 
per n = 2 (questo Zbl. 22, 58), ® ottenuta subordinando la teoria delle funzioni di n 
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variabili complesse a quella di funzioni di una certa variabile ipercomplessa, e basando 
sopra una formula integrale valida per queste ultime funzioni, che & strettamente 
vieina ad una formula gi& stabilita da Moisil (Sur une classe de systemes d’equat. 
aux derivöes part. de la phys. math., Bucarest: Göbl 1931), ed @ qui scritta tras- 
formando una formula ottenuta dal Relatore per le funzioni di n variabili complesse 
[Mem. R. Accad. Ital. 9, 269 (1938); questo Zbl. 22, 240]. Z. Martinelli (Roma). 


Gewöhnliche Differentialgleichungen. Differenzengleichungen: 


Quade, W.: Ein neues Verfahren der schrittweisen Näherungen zur Lösung von 
y =j(xz,y). Math. Z. 48, 324—368 (1942). 

Die Arbeit enthält eine interessante Analyse des Picardschen Iterationsverfahrens 
und des Verfahrens der Perronschen Ober- und Unterfunktionen zur Berechnung der 
Lösungen von Differentialgleichungen (1) y’= f(x, y). Dabei wird u. a. angegeben, 
wie man durch Abänderung des Picardschen Verfahrens zu größeren Existenzbereichen 
kommen und wie man aus Näherungslösungen Ober- und Unterfunktionen kon- 
struieren kann. Voraussetzung ist, daß /(x, y) in einem Gebiet ®(x, y) stetig ist und 
einer Lipschitz-Bedingung |f(z, y:) — f(z, yı)| = L|y, — y,| genügt. Die Ausfüh- 
rungen werden durch eine Reihe von Beispielen erläutert. Von Einzelheiten seien 
folgende angeführt: Bildet man bei konvexem & mit einer durch den Punkt z,, 4, gehen- 
den Ausgangskurve y = u,(x) für die Gleichung (1) den Fehler A,(2) = w — f(x, u,) 
und mit diesem das Integral « 
Y = [ere-An,()|dt, 

% 
so gibt es ein Intervall X, in dem die Funktionen u, + Y und u, — Y existieren, 
und in diesem Intervall konvergieren die Picardschen Näherungsfunktionen 


(2) U = yo + [ft in-ı)dt 


To 
gleichmäßig gegen die durch z,, 4, gehende Integralkurve von (1). — Ist h,(2)=0 (<0), 
so ist u,(X) Ober- (Unter-)Funktion von (1) in einem Intervall X mit dem linken 
Endpunkt x, und = 
u=% — fert@-Nn(t)dt 
E77 
eine verbesserte Ober- (Unter-)Funktion. Bildet man die Iterationsfolge 


mit 
(3) = u — 2, (2), 

‚so besteht diese aus lauter Ober- (Unter-)Funktionen und konvergiert gleichmäßig gegen 
die Integralkurve. — Ist y= u,(z) irgendeine durch den Punkt x,, y, gehende Aus- 
gangskurve, werden für diese die Funktionen (2) und für diese die Fehler (3) gebildet 
so sind die Funktionen , 


z 
Inu, + fer@-9|n,()|dt, = U, — fer@-9|A.(t)|dt 
% % 


z 
U) = U-1 — fert@-9n,_,(d)dt 
% 


für > x, eine abnehmende Folge von Oberfunktionen bzw. eine zunehmende Folge 
von Unterfunktionen, und beide Folgen konvergieren gegen die durch x,, Y, gehende 
Integralkurve von (1). Kamke (Tübingen). 

Segond, Marcel: Sur P’intervalle de convergence dans la möthode de Cauehy- 
Lipsehitz. J. Math. pures appl., IX. s. 20, 339—346 (1941). 

I teoremi I e Ibis dell’A., riguardanti il campo di esistenza degli integrali del 
sistema y’— (2, Y), Y(zo) = Yo, nell’ipotesi di f(x, y) continua rispetto ad (z, y) 
sono noti. (Cir. ad es. E. Kamke, Differentialgleichungen reeller Funktionen 2. hl 
75—17; Leipzig 1930.) — Nel teorema II, che & nuovo, l’A. dimostra: se nel sistema 


(2) y-lfıy2, ’=g@y2, ya) = %; (a) =: 
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ie funzioni f(x, %, 2), 9(z, y,2) sono continue rispetto a (z, y,2) nel semispazio 2> x,, 
e soddisfano le limitazioni 


I@y2|=al)|yl+bda)le|+c@, |g@ y2)|<dle)|y| + ee) |z| + il), 
con a(2),..., /(z2) definite per 2> x,, non negative e continue, esiste allora almeno 
una coppia di funzioni y(z), z(x) che soddisfano il sistema (*), definite in (2,, +00). 

Giovanni Sansone (Firenze). 

Pompeiu, D.: Les fonetions indefiniment symötriques et les &quations differentielles. 
Bull. Sect. Sci. Acad. Roum. 24, 291—296 (1942). 

Soll eine Differentialgleichung der Form y’=p(x)-go(y) die Eigentümlichkeit 
haben, daß mit y,, y, auch Y) + %. + Yı%, eine Lösung ist, so hat p(y) die Gestalt 
y(y)=(l1+y)log(l + y). Sind allgemeiner %,,%y, Lösungen der Differentialglei- 
chung f(y)- y’=p(x)f(y), so ist auch g(y,,%) eine solche; dabei ist gesetzt 
(Fin), Fin)) = Finn +n,) und F(n)=y die Inverse von n=f(y). Daher läßt 
sich auch für die Diffgl. y’ —=p(xz)g(y) stets eine Kombination g(Yy,, Y,) zweier Lö- 
sungen ermitteln, die wieder Lösung ist. Harald Geppert (Berlin). 

Constantineseu, G@. G.: Sur le eritere de M. Pompeiu pour P’integrabilit& par quadra- 
tures de l’&quation de Riccati. Bull. Sect. Sci. Acad. Roum. 24, 397—400 (1942). 

Die Riccatische Gleichung y’=a(x) y®+2b(x)y-+c(x) ist durch Quadraturen lös- 
bar, sobald man eine Lösung z(z) der Gleichung 


u ir -1/2 „ ee a 38 
(2) Ya(a Y+b re #0 
kennt; für z(z)=.a? ist hierin ein Kriterium von Pompeiu [C.R. Acad. Scı., Paris 161, 
235 (1915)] enthalten. Harald Geppert (Berlin. 
Floras, A.: Über einige Differentialgleichungen, welche auf lineare Differential- 
gleiehungen mit konstanten Koeffizienten zurückgeführt werden können. Bull. Soc. 
Math. Grece 21, 34—41 (1941) [Griechisch]. 
Wuytack, F.: Le ealeul symbolique des op£rateurs lin&aires ä coefficients variables. 
Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 28, 170—178 (1942). 
Zur Lösung der gewöhnlichen linearen Differentialgleichung 


a) By -ala)y0 Tale) Dy=il), 


wobei 09,01, - - -, &_-15 - und f gegebene integrable und beschränkte Funktionen 


von x sind, wird eine Operatorenrechnung entwickelt, deren Darstellung in manchen 
Punkten wohl noch einer etwas strengeren Begründung bedarf. Mit D als Differen- 
tiations- und .J/ als Integrationsoperator (Integrationsgrenzen x, und x) werden Ope- 
ratoren gebildet, die auf Funktionen w(z) mit w(z,) = w/(z,) = + = uw" "(z,) = 0 
anwendbar sind. Die mit ihren (n — 1) ersten Ableitungen bei x, verschwindende 
Lösung der Differentialgleichung (1) ist durch y = J"H1/ gegeben, wobei H durch 
B- J" definiert ist und H-!/ durch eine formal gebildete geometrische, absolut und 
gleichmäßig konvergente Reihe dargestellt wird. Eine Lösung der zu (1) gehörenden 
homogenen Gleichung ist als Differenz von zwei zu verschiedenen z,-Werten gebil- 
deten Lösungen der inhomogenen Gleichung, die allgemeine Lösung durch Verwendung 
von n verschiedenen Abszissen 291, 2935 - - - Zon erfaßbar. Collatz (Karlsruhe). 

Constantinesco, 6. G.: Sur les intögrales de certaines elasses d’&quations differen- 
tielles linsaires. Bull. Sect. Sci. Acad. Roum. 24, 513—516 (1942). 

Data l’equazione differenziale lineare 


n dr 1 
(Ü) + my =0, 


dove i coefficienti p,(z), v =0,1,...,n), sono dei polinomi di grado m nella varia- 
bile x, per un resultato contenuto in una memoria di H. Poincare& (Sur les e&qua= 
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tions lineaires aux differentielles ordinaires et aux differences finies 
[Amer. J. Math. 7, 203—258 (1884), p. 217; Oeuvres, I, 241 (Paris 1928)]) = possono 


determinare due costanti & e ß tali che la trasformazione di Laplace y= ) V(2)e”’dz 
muti la (1) nell’equazione & 


dr"yV dr -ıy 
(2) HM) ma De) a u + m)JV=0, 


con le 9,(2), » =0,1,...,m), polinomi di grado n al massimo nella variabile 2. — 
L’A. dimostra che si possono inversamente trovare due costanti A e a tali che la 


u 
trasformazione Y= — N y(z)e”*’dx muti la (2) nella (1). Griovannı Sansone. 
A 


Sansone, Giovanni: Studi asintotiei sulle equazioni differenziali di secondo ordine. 
Rend. Semin. mat. fis. Milano 15, 115—128 (1941). 

Zusammenstellung früherer, zum Teil auch vom Verf. (vgl. dies. Zbl. 16, 112) 
stammender Ergebnisse über obiges Thema; insbesondere Verhalten der Lösungen von 
y’ + A(x) y=0 für oo unter geeigneten Annahmen über A (x) (z. B. lim A(2)= +00, 
A(2)>Ou.a.). J. v. Schwarz (Berlin). 

Haupt, Otto: Über Lösungen linearer Differentialgleiehungen mit Asymptoten. 
Math. Z. 48, 212—220 (1942). 

Es werden Resultate von Bitterlich-Willmann (vgl. dies. Zbl. 25, 176) über 
Asymptoten der Differentialgleichung y’+ f(z)y= 0 verallgemeinert. Einer Funk- 
tion y= y(x) wird eine (geradlinige) Asymptote zugeschrieben, wenn y(x) — xy’(x) 
für 2 — oo einen Limes hat; dann hat von selbst auch y’(x) einen Limes. Verf. stützt 
seine Untersuchung auf folgende, von ihm früher hergeleitete notwendige und hin- 
reichende Bedingung für die Existenz einer solchen Asymptote: es gibt eine für >« 
stetige Funktion @(x), für die lim (x) = (, existiert und bei beliebigem b>a>0 
die Darstellung en 


(1) va=z[c + [pin tar) = ale - [penr=ar) 
mit g & i 
e=6 — [p(d)r?dr 
b 
besteht. Die Asymptote ist dann die Gerade Y=CX + C, mit 


0 „im @ (2) = lin, a( fpinr- ar), 
In der Differentialgleichung 
(2) yY’+ g(a)y+ HKa)y= hie) 
seien nun /,g, h stetig für »>a>0. Man erhält dann durch (1) alle Lösungen y(x) 


von (2), die eine Asymptote haben, indem man alle Konstanten c,c, und stetigen 
Funktionen @(x) bestimmt, für die lim (x) existiert und 
>00 


x z 3 
PX) + spa + /lEs(&) Er anenl pinr=ar ei oa: =(G _ end)as 
b b 


ist. — Hieraus ergibt sich: Sicher hat jede Lösung von (2) eine Asymptote, wenn 
9(2), zh(z) und r(2) = xg(x) + x2f(x) für >a absolut integrierbar sind. Sind 
9, ch und s(x)=g-+ xf absolut integrierbar, ist ferner s>0 oder s<0 für alle 
hinreichend großen x, ist dagegen r(x) nicht integrierbar, so gibt es für (2) genau 
eine Lösung mit Asymptote, wenn der Wert von y(x) — zy’(z) an einer beliebigen 
Stelle x = b= a vorgeschrieben ist; die Asymptote ist dann eine Parallele zur x-Achse. 
— Sind g und sh absolut integrierbar, ist ferner s> 0 oder s< 0 für alle hinreichend 
großen x, ist dagegen s(x) nicht integrierbar, so können Lösungen von (2) höchstens 
die x-Achse zur Asymptote haben. Kamke (Tübingen) 
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Haupt, Otto: Über das asymptotische Verhalten der Lösungen gewisser linearer 
gewöhnlicher Differentialgleiehungen. Math. Z. 48, 289-292 (1942). 

U. Dini in un teorema contenuto nel $ 12 della sua memoria: Studi sulle equazioni 
differenziali lineari [Ann. di Mat., III.s. 3, 125—183 (1899)] e riportato con leggere 
modificazioni nel suo trattato: Lezioni di Analisi Infinitesimale Il,, pp. 778—780, 
Pisa 1915, ha dato il comportamento asintotico degli integrali dell’equazione 

Med Hy tHdy=0, 
quando i coeffiejenti g,(x) soddisfino le relazioni g,(x) = Ole sr, (0; 
ı—) l,..,n—1). — Le equazioni y’+9g,(2)y=0, y’+g1(2)y’+9(2)y= h(a), 
con ıIpotesi meno restrittive di quelle del Dini, sono state recentemente considerate 


dal signore D. Caligo (questo Zbl. 24, 399) e dall’aut. (vedi la relazione precedente). 
L’aut. studia ora in generale l’equazione lineare non omogenea 


ym+ md N + Hg) y la) + gla)yla) = ha), 
dove h(z), g,(2), #=0,1,...,n — 1) sono continue in (a, +00), a4>0, e h(x), 
ar r’Tig,(2), #=0,1,...,n — 1) sono ad integrali assolutamente convergenti in 
(a, +00), e fondandosi sui risultati della sua memoria precedente dimostra che per 
ogni integrale y(x) esistonoilimiti im (n—1—»)! +1-ry) (2), (v=0,1,..,n—1), 
ed essi sono tra loro uguali. ””** Giovannı Sansone (Firenze). 
Cinquini, Silvio: Sopra i problemi di valori al eontorno per i sistemi di equazioni 
differenziali ordinarie. Ist. Lombardo, Rend., III. s. 75, 195—210 (1942). 
In Fortsetzung einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 25, 324) findet Verf. ein zweites 
allgemeines Existenztheorem ‚im Großen“ des Problems von Nicoletti bezüglich 


eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen beliebiger Ordnung. — Für das 
System Y = hl y» Ye pl, %—=llo Yı, Yı> Yo; %) 


mit den Randbedingungen ,(2,) = %, Yı(zı) = Yı, Ya(%0) = %, Ya(zı) = yr stellt 
Verf. dann unter geeigneten Voraussetzungen ein weiteres Existenztheorem auf. 
Giovannı Sansone (Firenze). 
Cinquini, S.: Problemi di valori al contorno per equazioni differenziali ordinarie. 
Rend. Semin. mat. fis. Milano 14, 157—170 (1940). 
Bericht über die Lösung von Randwertaufgaben folgender Art: Gegeben ist eine 
Differentialgleichung yoız) = fa, y Y,..., y"d); 
gesucht ist ein Integral, das an n verschiedenen Stellen gegebene Werte annimmt. 
Kamke (Tübingen). 
Cinquini, Silvio: Sopra una recensione del Signor Scorza-Dragoni. Ann. Scuola 
norm. super. Pisa, II.s. 11, 105—106 (1942). 
Bezieht sich auf die Besprechung in dies. Zbl. 25, 324. Harald Geppert (Berlin). 
Graffi, Dario: Sul ealeolo degli autovalori per una corda non omogenea. (Bologna, 
4.—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 353—359 (1942). 
L’au., partant de l’equation de la vibration propre de rang n: 


Zt rn — 
[® — Ydens. lingaire/tension = fonction de x dans (0, y|, utilise, comme dans ses 
travaux ant£rieurs, les fonctions auxiliaires J(x) et O(x) definies 22 er sin 6, 
_ = ya Jo ib, cos9. — Effectuant le changement de variable „= i @dx et supposant 


la corde fix&e en ses extr&mites, il etablit la relation: 


- l 
Nm 1 [dlogo . DE 
Ym=% oe = sin20dy | MR | 


. 34 1 
et montre que l’integrale du second membre est plus petite, en module, que = A etant 
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une donnde de la eorde. Il en deduit une limite superieure nouvelle de l’erreur com- 


mise en adoptant pour Ya, la valeur approch&e classique (pour n grand) T- — ID 


obtient, de möme, les expressions approchees J  const, 9 Yiny, d’oü la fonction 
propre 2(2) avec une approximation aisement calculable. R. Mazet (Paris). 
Makai, E.: Zur Berechnung der Eigenfrequenzen inhomogener Saiten. Z. angew. 
Math. Mech. 22, 167—168 (1942). 
Erdelyi [Z. angew. Math. Mech. 18, 177—185 (1938)] hat bewiesen, daß die Biganz 


1 
werte der Aufgabe y'’+Aqg(2)y=0, y(0)=y(1)=0 durch a ircız +C 


ö 
mit konstantem ('gegeben sind, wenn q (x) der Differentialgleichung (*) 499”—5g?—-Cq’ 
2\-2 4 
genügt. Verf. zeigt, daß gq(x) = 5)G — 5 (+ B)| ) bzw. () = (x + B)-? 
mit den Integrationskonstanten A, B die Lösungen von (*) sind. Harald Geppert. 
Boulanger, J.: Remarques sur certaines &quations difförentielles du second ordre. 
Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 9, 213—223 (1940). 
A complemento di ricerche precedenti (questo Zbl. 22, 222) 1’A. considera l’equazione 


„ 1 ’ „ 


dove X & una funzione continua in (a, b), a<b, insieme alle sue derivate fino al 
secondo ordine, K(2)>0, K’(b)=>0, n(xz) € continua in (a, b), n(2)=0, e tratta 
la questione di trovare condizioni sufficienti atte a garantire che la soluzione della (1) 
che soddisfa le condizioni ai limiti (2) y(a)=0, y’(b)=0 & soltanto y(z) = 0 
[i punti @ e b non sono coniugati rispetto alle condizioni ai limiti (2)]. — I casi parti- 
colarmente esaminati sno K=a, K=ax+ß, K=a2x®+ßxz-+y per i quali 
si determinano classi di equazioni le quali, qualunque sia 5b> a, ammettono soltanto 


Vintegrale y(z) = 0 soddisfacente le (2). — Per l’equazione 
d® d 
(3) A@)7a + Ba + Cld)z=0, 


nella quale sia A(2)>0, OC(2)>0 in (a,ß), «<Pß, l’A. dimostra che se l’inter- 
vallo (a,b), a<b, appartiene ad (x, ß), ed & 
140) — Ba) —2(AT — BG-)=0, a=a=d; Bi)=0, 
allora l’unico integrale della (3) soddisfacente le condizioni ai limiti z2(a)=0, 2’(d)—=0 
e z(2)=0. Giovanni Sansone (Firenze). 
Kamke, E.: Über die definiten selbstadjungierten Eigenwertaufgaben bei gewöhn- 
lichen linearen Differentialgleichungen. 4. Math. Z. 48, 67—100 (1942). 
Wie in den vorangehenden drei Arbeiten (vgl. dies. Zbl. 22, 142, 344, 345) be- 
trachtet Verf. die Differentialformen 


Fy=IyN)n,  y)=I(g,yn) 


’=0 v‚=0 
der Ordnungen 2m >2n>0 und die selbstadjungierte definite Eigenwertaufgabe 
(1) F(y) — AG(y) =0 mit den linear unabhängigen Randbedingungen (Rdb.) 


2m—1 
(2) U,.(y) =2 [auxy'”(a) + Buy (d)]=0. (u=1,..., 2m) 


In der letztgenannten Arbeit war die Bestimmung des kleinsten Eigenwertes A, auf 
b 


d 
die Variationsaufgabe (3) ji yF(y)de: f y6(y)dz = min zurückgeführt worden, wobei 
a 


* . C 
die Konkurrenzfunktionen y(x) 2m-mal stetig differenzierbar sein und die Rdb. (2) 
erfüllen mußten. Hier handelt es sich nun um eine praktisch wichtige Erweiterung 
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des Bereiches der Konkurrenzfunktionen. Nach den üblichen Teilintegrationen kann 
man umformen b 


b 
m 
yF(y)dz = [3 (Ir pyN?2dz+ Ru, yl; 
!v=0 
a a 
b b 
[“ 3 N 
/ yely)dz | I (-YVgyr2dc+ Sy yl. 
v=0 
a a 
Aus den U,„(y) kombiniert man linear möglichst viele unabhängige Rdb., die nur 
Ableitungen der Ordnungen 0, 1,..., m — 1 enthalten; es sind die ‚‚wesentlichen“ Rab. 
U, =(,..., U; =0; zu ihnen nimmt man noch 2m — k linear-unabhängige der Be- 
dingungen (2), die sog. „restlichen“ Rdb. U,,ı=0,..., Ugm = 0 hinzu. Vermittels 
der restlichen Rdb. beseitigt man in R(y, y)%, S(y, y)| möglichst viele Ableitungen 
der Ordnungen m, m + 1, ---,2m — l und dann mittels der wesentlichen Rdb. k der 
Ableitungen der Ordnungen <m — 1; dann fallen sogar alle Ableitungen der Ord- 
nungen =m heraus, und aus R(y, y)|,, S(y, y)|} entstehen die sog. „reduzierten Rest- 
teile“ F,(y, Y), @,(Y, y). Bildet man nun damit statt (3) die Aufgabe 
M) Plyy): Fly y 


b 
ln ydz + F,(y, Y) 


b 

N 
I (1 g,yP2da + G,(y, y)| = min 
»=0 


a 


bei Zulassung derjenigen Funktionen y(x) = 0, die in (a, b) (m — 1)-mal stetig, m-mal 
stückweise stetig differenzierbar sind und die wesentlichen Rdb. erfüllen, so ist dieses 
Minimum gleich /, und das zugehörige y(xz) eine Eigenfunktion. Dabei wird voraus- 
gesetzt, daß die Eigenwertaufgabe in einem gegenüber dem früheren engeren Sinne 
definit sei, nämlich daß 

(-VDh,@)=0 b=0,...,m), (-VYg,@)=0 W=0,..,n), Kyy)=I9 Hyy)=0 
gilt. Auch die höheren Eigenwerte und -funktionen findet man aus (4), wenn man 
die Konkurrenzfunktionen als orthogonal zu den früheren Eigenfunktionen 4, wählt, 
d.h. durch Y(y,y,) =0 einschränkt. Erklärtt man die Fourierkoeffizienten einer 
konkurrenzfähigen Funktion @ durch a, = Y(p, y„), so gelten die Besselsche Un- 
gleichung I’A,a?, < ®(g, p) und die Parsevalsche Formel Ya, = (9, Y). Auch die 
Hilbert-Courantsche Art der nichtrekursiven Eigenwertbestimmung ist leicht zu über- 
tragen. Der folgende Satz gibt schließlich eine obere Abgrenzung der Eigenwerte: 
u,(2)- - -u„(x) seien konkurrenzfähige Funktionen mit'X(u,, w)=0, ut», /u., u)>0; 
dann gilt für die der Größe nach geordneten Nullstellen A, =: -- <= A, der Determinante 


Du, w)—AF (yu, 9) Plun %) |, »=1,...,n die Ungleichung ,=4, (u=]...h). 
Anwendung auf die Sturm-Liouvillesche Aufgabe. Harald Geppert (Berlin). 

Titehmarsh, E. C.: On expansions in eigenfunetions. 4. Quart. J. Math. 12, 
34—50 (1941). 

Die vom Verf. in früheren Arbeiten (vgl. dies. Zbl. 26, 322; 24, 117, 118) ent- 
wickelte funktionentheoretische Methode zur Gewinnung der Entwicklungen nach den 
Eigenfunktionen einer Randwertaufgabe wird hier auf die von H. Weyl[Math. Ann. 68, 
220—269 (1910)] mittels der Integralgleichungen behandelten Fälle erweitert, wobei 
sich Verf. auf Punktspektren beschränkt. Behandelt wird der Fall des Operators 


= . — q(x) mit stetigem g(z) und unendlichem Grundintervall O= x <o0; um 

die Entwicklung einer willkürlichen Funktion y(x) nach den Eigenfunktionen zu er- 
: He 

halten, wird die Aufgabe Zy(z, i) = a mit y(z, 0) = y(x) € L?(0, oo) und 
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(0, t) cosh + y,(0, t) sinh = 0 für t> 0 wie in den früheren Arbeiten gelöst und auf 


& (0) 
— 1 iwt 
vr (2,0) re t)e!”!dt 
0(—&) 
die Residuenentwicklung um ihre einfachen reellen Pole w, mit den Residuen 9,(%) 


durchgeführt; mittels ee Re 
&= —iY2ar/yvla)y,(o)de, Yo) = —i Y2r . 
BES 


C, 


findet sich dann, daß I’ c,y,(x) im quadratischen Mittel gegen y(x) konvergiert und 


die bekannte Formel ”=1 a: ’ 
% v 
Y(2,%) — eP > Pe Y,(&) 


v=1 


eilt. Wie bei Weyl müssen Grenzkreis- und Grenzpunktfall unterschieden werden. 
; Harald Geppert (Berlin). 


Ghermaneseu, Michel: Fquations fonetionnelles du premier ordre. Mathematica, 
Cluj 18, 37—54 (1942). 

Hat die lineare Funktionalgleichung (1) /(0(x)) = A(z)f(x) + B(x) bei gegebenen 
A(x), B(x), (x) drei verschiedene Lösungen f,(2), f2(2), f3(2), so besteht die Identität 
(2) fs(2) = o(a)fıla) +{1 — alz)}/;(r), in der &(x) eine willkürliche Lösung der 
Gleichung &{9(2)} = &(x) ist, und umgekehrt; für B(z) = 0 besteht schon zwischen 
zwei Lösungen die Beziehung f,(x) = x&(z)f}(2). Übertragung auf Gleichungen der 


Form /(0,(x)) = A,(2) (On _,(2)) + B(x), wo 0; = 0(0;,_,(x)) ist. Bezüglich des 
v=1 


geometrischen Verlaufs der Lösungen gelten eine Reihe von Sätzen, die analog den Ver- 
hältnissen bei linearen Differentialgleichungen 1.O.sind. Ist 6(z,)= xy, s0 heißt z,Itera- 
tionspunkt; dann gehen alle Lösungen y=f(x) durch die Punkte z,, B(z,)/1—4A(x,)). 
Punkte verschiedener Lösungskurven y = f(x), die zur gleichen Abszisse x gehören, 
heißen homolog, die zu 9(x) gehörigen Punkte ihre Iterierten. Sind M, auf y= f;(x) 
homologe Punkte, M/ ihre Iterierten, so treffen sich die Geraden M,M/ in einem 
Punkt @, der mit veränderlichem x eine Kurve beschreibt; sie wird im homogenen 
Falle B(x) = 0 zur x-Achse. Zum Schluß einige Bemerkungen über die Herstellung 
der Lösung von (1) durch konvergente Iterationsprodukte. Harald Geppert. 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Gillis, P.: Sur les &quations lineaires aux differentielles totales. Bull. Soc. Roy. 
Sci. Liege 9, 197—212 (1940). 

Es handelt sich um .das Cauchysche Problem betreffend die Differential- 
gleichung (1) dz = A(z, y,2)dx + B(x, y,z)dy und seine Verallgemeinerung auf Pfaff- 


n 
sche Systeme ds, = a (21, .. ., 3 21, 2n)d; W=14,...,m). Über die Glei- 
K=1 


chung (1) wird vorausgesetzt, daß 1. die A, B in einer Umgebung D von xy, Yo; 20 
in bezug auf x, y stetig sind und beziglich z stetige erste Ableitungen besitzen; 2. die 


Gleichheit [Adx + Bay —=/ [(4,(B — 2,) — B,(4 — 2,))dxdy besteht, und zwar 
Y 2} 


6‘ 
für jede in einer genügend kleinen Umgebung D’ von x), y, mit stetigen ersten Ab- 
leitungen versehene Funktion z(z, y), für die &, y,2(x, y) der Umgebung D angehört, 
und für jede in D’ gelegene geschlossene rektifizierbare Kurve y. Dann gibt es genau 
eine durch 29, Yo, 2, hindurchgehende und in D’ mit stetigen ersten Ableitungen ver- 
sehene Lösung z(z, y) von (1), die durch sukzessive Approximationen erhalten wird. 
Ahnliche Aussagen gelten über Pfaffsche Systeme. O. Borwvka (Brünn). 
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Chaundy, T. W.: Systems of total differential equations. Quart. J. Math. 12 
6164 (1941). j 
Die Integrabilitätsbedingungen für ein System totaler Differentialgleichungen 


werden durch die Einführung einer zweckmäßigen symbolischen Schreibweise be- 
merkenswert einfach ausgedrückt. @. Oimmino (Bologna) 


Ritt, J. F.: On the interseetions of irredueible components in the manifold of a 
differential polynomial. Proc. Nat. Acad. Sci. U. 8. A. 26, 354—-356 (1940). 

Die Lösungsmannigfaltigkeit einer gewöhnlichen Differentialgleichung F =0 in 
den unbekannten Funktionen %,,..., 4, und ihren Ableitungen y;; kann in mehrere 
irreduzible Komponenten zerfallen, und eine Lösung %,, ... ., % kann mehreren solchen 
Komponenten angehören. Wenn aber irgendeine der partiellen Ableitungen oFlAyı; 
von der Lösung %,,..., /n nicht annuliert wird, so gehört diese Lösung nur einer 
einzigen irreduziblen Komponente an. Dieses wird bewiesen. An einem Beispiel wird 
gezeigt, daß ein ähnlicher Satz für die höheren partiellen Ableitungen nicht gilt. 

van der Waerden (Leipzig). 


Tzortzis, A.: Über die Integration partieller Differentialgleichungen durch die 
Methode der Bündel von infinitesimalen Transformationen. Bull. Soc. Math. Gröce 21, 
42—47 (1941) [Griechisch]. 


Strubecker, Karl: Zum Cauchyschen Problem der Differentialgleichungrt— s®®=K. 
Dtsch. Math. 6, 507—524 (1942). 

Es handelt sich um die geometrische Lösung der Konstruktion jener Integral- 
fläche der Monge-Ampereschen Differentialgleichung rt— s® = —1, welche einen vor- 
gegebenen (offenen) Cauchyschen Streifen = x{t), y= y(t), 2=z(t), p=p(l), q=q(t) 
mit dae=pdxz-+ gqdy enthält. Die Integralflächen dieser Monge-Ampereschen Diffe- 
rentialgleichung lassen sich, wie Verf. an anderer Stelle gezeigt hat (vgl. dies. Zbl. 26, 
263), als Cliffordsche Schiebflächen des isotropen Raumes (mit der Maßbestimmung 
dx?’+dy?+0-dz?) auffassen. Sie sind (reelle oder komplexe) Affinverwandte der 
allgemeineren Flächen konstanter Relativkrümmung Ä = 0, deren Studium also leicht 
auf den Fall X = —1 reduziert werden kann. — Um die Flächenelemente eines Cauchy- 
schen Streifens im isotropen Raum einfach-transitiv zu vertauschen, genügen bereits 
die Bewegungen einer fünfparametrigen invarianten Untergruppe G, der sechspara- 
metrigen Gruppe aller Bewegungen des isotropen Raumes. Diese Grenzgruppe (Gruppe 
der Grenzbewegungen des isotropen Raumes) läßt sich als kommutatives Produkt 
zweier dreiparametriger einfach-transitiver Untergruppen 83 und S; darstellen, der 
sogenannten Cliffordschen Rechts- und Linksschiebungen des isotropen Raumes. Es 
ist daher möglich, den Grenzbewegungsprozeß, der irgendein Ausgangselement 
E,(&0; Yo 20; Po, 90) des Cauchyschen Streifens der Reihe nach mit sämtlichen Flächen- 
elementen E des Streifens zur Deckung bringt, in eine Aufeinanderfolge infinitesimaler 
Rechts- und Linksschiebungen zu zerlegen. Da sich die beiden Schiebungsgruppen 
in der gemeinsamen einparametrigen Untergruppe der vollisotropen Schiebungen 
durchdringen, ist diese Zerlegung nicht eindeutig, sondern auf oo! Arten durchführbar. 
Diese Freiheit benützt Verf. für die zusätzliche Forderung vereinigter Lage der Ele- 
mente E mit den aus ihnen durch infinitesimale Schiebungen entstehenden (diese sollen 
wiederum der gesuchten Integralfläche angehören). Die so in jedem Element E des 
Cauchyschen Streifens (eindeutig!) bestimmten beiden Schiebungsrichtungen erweisen 
sich als Asymptotenrichtungen auf der Integralfläche. Durch Integration ergeben sich 
auf diese Weise in Z, die sich dort kreuzenden beiden Schmiegstreifen der Asymptoten- 
linien der gesuchten Integralfläche und durch deren Schiebung aneinander die gesamte 
Integralfläche. — Auf diese Weise gewinnt Verf. das folgende Existenz- und Eindeutig- 
keitstheorem: Der Cauchysche Anfangsstreifen bestimmt stets und eindeutig eine Fläche 
der festen Relativkrümmung K, d.h. eine Integralfläche der Monge-Ampereschen 
Differentialgleichung rt — s®=K (=+0), es sei denn, er wäre ein Schmiegstreifen der 
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festen (isotropen) Torsion T = +Y-—K. In diesen Ausnahmefällen ist die Fläche ent- 
sprechend ihrer Erzeugung als isotrope Schiebfläche erst durch Vorgabe eines weiteren 
Schmiegstreifens der entgegengesetzt gleichen Torsion T = y—K (eindeutig) be- 
stimmt, welcher mit dem ersten ein Flächenelement Z, gemeinsam hat. — Bemerkens- 
werterweise darf der Cauchysche Anfangsstreifen ein Schmiegstreifen und seine Torsion 


sogar konstant sein, wofern nur r#++yY-—K gilt; er gehört dann im allgemeinen 
zu einer Rückkehrkante der Fläche und bietet ein Mittel, durch singuläre Linien eine 


gewisse Charakterisierung der entsprechenden Integralflächen zu geben. — Verf. be- 
schließt seine Untersuchungen mit einigen interessanten Beispielen: 
(a) 9(z — 32y + 22°)? = 32(0? — y)°; 
(b) = Acosu+ Beosv, y=4Asinu+ Bsinvy; z= A’u— B?v — Avsin(u — v); 
R 
(e) := [Ya — rdr. 
@& 


Im Beispiel (a) handelt es sich um einen Schmiegstreifen der festen Torsion T= +3; 
er ist für die Fläche ein singulärer kubischer Anfangsstreifen und als Einhüllende der 
beiden regulären Asymptotenscharen eine Rückkehrkante der Fläche. Die Fläche 
selbst gestattet (nach F. Enriques und S. Lie) eine zweiparametrige Gruppe pro- 
jektiver Transformation in sich. Im Beispiel (b) handelt es sich um eine Schraub- 
fläche konstanter Relativkrümmung, im Beispiel (c) um eine Drehfläche (in Zylinder- 
koordinaten). Alle diese Beispiele werden noch vom Standpunkt der Kinematik des 
isotropen Raumes eingehend diskutiert. M. Pinl (Augsburg). 

Faber, Karl: Über den Zusammenhang der drei Typen von partiellen Differential- 
gleiehungen zweiter Ordnung in zwei Veränderlichen mit gewissen Funktionentheorien. 
Dtsch. Math. 6, 323—341 (1942). 

La suite d’elements de contact x, y, p(x, y), g(x, y), notes brievement par x, p 


enveloppe une surface z= F(x, y), si = — Er En supposant en plus que F(x, y) 


Ka : 5 pe F 6:F , 
verifie l’une des e&quations Fra Ey: =0 avecce=-]1, —1,0, donc que z, p satis- 


fait & l’&quation qg, + €p,z = 0, lYauteur etudie la theorie des elements de contact 
correspondants, comme £quivalant resp. & celle des fonctions analytiques q + ip, 
q+3P, q+ kp des variables complexes resp. e+iy ?=—]); +jy (? =]); 
z+ky(k?=0). — A cette fin, il &tend plusieurs des proprietes connues pour les 
fonctions analytiques ordinaires, & celles des variables +79, © + ky, telles que 
V’existence de la derivee independamment de la direction (mais cela n’entraine pas 
l’existence des derivees d’ordre superieur), la representation des fonctions & l’aide des 
valeurs prises sur une courbe (avec intervention des caracteristiques ou isotropes du 
plan x, y), le prolongement analytique etc. En ce qui concerne les d&veloppements 
en serie, on a la proposition suivante: Si la serie a, + ?dy, + (a, + ib) +iy) + --- 
est convergente dans le cercle de rayon r, la serie ag, + 7b, + (an + jb,)(a +jy) + --- 
est convergente dans le carr& inscrit dans ce möme cercle de diagonale —r, -+r et y 
represente une fonction analytique de £+7jy. Une proposition analogue est &tablie 
pour les fonctions de la variable © + ky. — Enfin, par la representation en coordonn&es 
polaires des nombres complexes & + jy, la representation du plan x, y sur le plan g, p 
& l’aide des fonctions analytiques g + ip et g+ kp, jouit de propristes analogues & 
celles du plan 2 sur le plan par la fonction analytique g-+ ip (transformation des 
isotropes en isotropes, conservation des angles, etc.). N. Theodoresco. 

Moisil, Gr. C.: Sur un algorithme gön6ralisant la thöorie des fonetions monogenes, 
qui peut @tre utile pour P’intögration des &quations aux deriv6es partielles d’ordre superieur. 
An. Acad. Romane, mem. sect. stünt., III. s. 16, mem. 17, 1-36 (1941). 

Le travail est consacre & diverses extensions de l’id&e de fonction monogene & 
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partir des recherches de Pompeiu, Th&odoresco, Moisil et Sobrero. Dans les 
deux premiers chapitres on &tudie des fonctions d’une variable hypercomplexe. Soit 
HEN) = a" + a,E""!m + --- +a,n® la forme caracteristique de l’&quation aux 
derivees partielles a r +a oe +... +g@ 2 =) 

Ber dr nn 0 OU am = 0. On pose 
H&) = fl, d). Soient R(£) resp. C(£) ’anneau des polynomes & coefficients reels resp. 
complexes, (/(&)) P’ideal principal engendr& par /(£). C(6), l’anneau des classes de residus 
de &(£) congrus par rapport & (f(£)), est isomorphe au systeme de nombres hypercom- 
plexes commutatif et associatif An unites1, 6, ..., O%-1, soit z— 2 +210+:.-+2,_,0" 1 
avec OR 0k — O"+k et /(0) = 0, les z, &tant des &löments de &. Il en est de m&me dans 
R(0) =R(d)/(F(E)). Cela pose, ona dans E(6) le polynome f(&,n)=(dE—n)g(&, n), oü 


g(£,n) est un polynome homogene A 2 variables & coefficients dans&(®) etl’on ala decom- 


3 : 290 () ö 0 0 : 
position symbolique Haz ; 3.) == (0 SZ 37) g Fr ; 37): On appelle fonction homo- 


gene dans R(6) un nombre hypercomplexe y=y + Y,0 +: + yn-10"-1 A com- 


posantes %,, fonctions reelles de x, y, & derivees partielles continues et satisfaisant 


\ 6) 6) g 
au systeme (0 — 3) y=0. Les composantes d’une fonction monog£ne satisfont 


wir SUR - iR 
toutes,a l’&quation az i 2) y;=0. On a pour ces fonctions une integrale de Cauchy, 


un th&oreme de Morera, une formule de Cauchy et une derivee indep. de la direction. 


ER: er RE : 
Si f ( F 3.) y;=0 a des caracteristiques imaginaires, la fonction correspondante admet 
un developpement en serie de Taylor de z. — Dans le second chap. on analyse la 


structure des anneaux C(#) et R(9). Si /(£) a des racines distinctes dans C(®), on 
peut prendre d’autres unites e; avec les lois de composition = &, 9, =0 (+ )). 
Dans R(®), si f(&) est & coefficients r&els, on prendra en plus des units &,, 7, corres- 
pondant aux racines complexes avec = &, 1 = —n, Hm=Nn, nr = Hm. 
Les fonctions monogenes de R(6) se decomposent en fonctions monogenes ordinaires 
de certaines variables caracteristigques 2, + iy,. Toutes ces considerations sont 
appliquees aux &quations biharmoniques et aux laplaciens iteres p fois et l’on examine 
ensuite le cas general des anneaux &(#) et R(P) pour f(£) & racines multiples. R(0) est 
alors la somme directe de plusieurs ensembles Rt; d’el&ments de la forme = > L;reir, 
k 


e;j, etant certaines unites hypercomplexes. Dans le cas des &quations a plusieurs 
variables, la methode conduit parfois & des systemes de nombres non-associatifs. 
Dans le troisitme chap. on &tudie une classe d’eq. generalisant celle de Humbert 
ey , Oy öy Od 

TEE 
& des fonctions jouissant de proprietes de monogen£ite. Dans le quatrieme chap. on 


: Ä nn N Sr: 
etudie le laplacien & p variables A = > Im? l’aide du systeme associatif, non- 


commutatif 9 dont les unites satisfont aux relations de Dirac d=—1, 4,+e4—=0 


(ü =# j). On pose &?= 6, f(0) = 0 et l’on considere le systeme 9(®), produit cartesien 
des systemes 9 et R(w). On y definit des fonctions monogenes satisfaisant au sys- 


teme Fy—= (o a + > e; 3)v=0, jouissant des proprietes fondamentales des fonc- 


tions monogönes ordinaires et contenant comme cas particulier celui des fonctions 
conjuguees de Volterra, des fonctions etudiees par Fueter et d’autres envisages 
par Proca en Mecanique Ondulatoire. L’algorithme propose par I’A. rapproche plu- 
sieurs points de vue et suggere une m&thode commode de recherche. N. Theodoresco. 


© Coulson, €. A.: Waves; a mathematieal aceount of the common types of wave 
motion. London: 1941. XII, 156 pag. a. 29 fig. $ 1.50. 


—= 0 pour laquelle ce systeme est associatif et conduit 


5* 
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Pieone, Mauro: Problemi ridueibili d’integrazione delle equazioni lineari a derivate 
parziali. (Bologna, 4—6. IV. 1940.) Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 230—238 (1942). 
L’&quation aux deriv6es partielles d’ordre m + n 


m—-in-—1l 


m—1 n—ıt 
OMFN, —y Fr DS mtr y DS Art 
mean a no b, — _— (ya eg %, 4 
da öyı = wre damo 2 Data 
u= 


v=0 u=0 +=0 
BR » N 
resolue par rapport & la derivee ep la seule d’ordre m + n et ou a,(z, Y), b,(z, Y), 


Cu»(%, Y), f(x, y) sont des fonctions continues dans lerectangleR: (2, <r=75; y)= y= Ye) 
a une solution et ung seule dans la classe C,„„ des fonctions continues avec leurs derivees 

om -iy 
partielles jusqu’& l’ordre m+n inclus dans R et telles que [ur=z,; - - -» 


= et 

or -1 7 ln. 

yes | prennent des valeurs arbitraires compatibles avec l’apparte- 
YmyL 


nance de wä la classe On. La demonstration de ce r&sultat est ramenee & l’intögration 
d’une &quation intögrale de Volterra ets’etend ä des &quations & r variables indepen- 
dantes du möme type. L’A. examine ensuite le probleme plus general suivant: Soient 
les operateurs differentiels lineaires 
= 
Div] > a) 


u u 
“ Ol = Bao 


Fest 
Fig: ) 


ki ta=zm 


& coefficients continus en X(&,,...,%,) dans un domaine donne A et 


g v 
ey! 3:7 oy,' 


& coefficients continus en Yy(Yı,..., y,) dans un domaine donne B, operateurs supposes 
dou&s resp. dans A et B de fonctions de Green H(x,£&), K(y,n). On considere dans 
le domaine (4, B) a r + s dimensions l’&quation d’ordre m + n 


Lootu %Eeby 
1 r oe! 5 

ED{u] — > Aue u, (8 Y) PEN E[u] Eu > by... ” (z, Yy) Re D[uw] 
en r 1 s 


ne, Berker, 
„te y 


+ S ER ERN)) - 
>= u dat... dry! ...0y 


a coefficients continus dans (A, B) et l’on y demande une solution de la classe C,.n telle 
que les fonctionnelles lineaires X, [u], ..., X, operant dans A sur x et Y,l];..., Y, 
operant dans B sur y soient respectivement des fonctions donnees de y dans B et 
des fonctions donnees de x dans A. Le probleme est reduit & l’intögration d’une 
equation integrale de la forme 


P(, y) un Hp, yYdE+[N@ yn)p@, n)dn 
B 


N Pa, y, &,n)p(&, n)d&dn + f(z, y) 


E23 


portant sur la fonction 9(z, y), dont on ne possede pas jusqu’ici une th&orie generale, 
mais qui se ramene dans des cas particuliers, correspondant toutefois & des classes tr&s 
etendues d’&quations, ä des &quations du type Fredholm ou Volterra-Fredholm. 
On resout de la sorte bien des problemes d’integration d’ordre m + n, que I’A. propose 
d’appeler reductibles, vu qu’ils se ramenent & des &quations integrales dependant 
de la construction de fonctions de Green relatives & des opsrateurs d’un ordre in- 
ferieur et & un plus petit nombre de variables. Ces problömes peuvent d’ailleurs ätre 


x 


&tendus & un nombre quelconque d’operateurs D,[u],..., D,[ul. N. Theodoresco. 
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Ghika, Al.I.: Sur certaines singularitös des potentiels de simple couche. ©. R. 
Acad. Sci. Roum. 5, 293—295 (1941). 

Beispiele einer rektifizierbaren Kurve der Ebene und einer quadrierbaren Fläche 
des Raums, bei welchen das Potential der einfachen Schicht mit konstanter Dichte 
bei Annäherung an einen gewissen Punkt gegen Unendlich strebt.  G. Cimmino. 

Caldonazzo, Bruto: Considerazioni geometriche sui potenziali gravitazionali. Ist. 
Lombardo, Rend., III. s. 75, 239—259 (1942). 

Sei U das Gravitationspotential eines Feldes $S mit der Dichte o; die Begren- 
zung von S sei eine Niveaufläche &. Die Frage, die hier untersucht wird, ist: Wie 
kommen die Unstetigkeiten der Ableitungen von U bis zur dritten Ordnung in den 
Differentialelementen von & und der Kraftlinien zum Ausdruck? Solche Betrach- 
tungen finden sich bei H. Bruns (Die Figur der Erde, 8. 7—14, Berlin 1878) und 
P. Pizzetti (Principi della teoria meccania della figura dei pianeti, 8.24 u. 64, Pisa 
1913), unter der Verwendung von Reihenentwicklungen für U und bei Berücksichtigung 
der Ableitungen der zweiten Ordnung, für die mittlere und totale Krümmung von 2. 
Es gelingt Verf., unter Anwendung der Vektorhomographie von Burali-Forti, 
Marcolongo und Burgatti, ohne Reihenentwicklungen die Normalkrümmung und 
geodätische Torsion und daraus die mittlere und totale Krümmung der Niveauflächen 
und die Krümmung der Kraftlinien, auf die die Unstetigkeiten ohne Einfluß sind, 
sowie die Torsion der Kraftlinien und die normale Ableitung ihrer Krümmung, die 
normale Ableitung der Normalkrümmung und der geodätischen Torsion der Niveau- 
flächen, bei denen die Unstetigkeiten sich auswirken, darzustellen als Funktionen der 
Dichte 0, der Gravitation g und ihrer ersten Ableitungen sowie in Funktion der Krüm- 
mung. Die Ableitungen der mittleren und totalen Krümmung sind in jedem Falle 
stetig. Volk (Würzburg). 

Maruhn, Karl: Zur eindeutigen Lösbarkeit der potentialtheoretischen Randwert- 
aufgaben bei nichtbesehränkten Randwerten. Math. Z. 48, 251—267 (1942). 

Dimostrazione di teoremi di unicita per il secondo e il terzo problema di valori 
al contorno della teoria del potenziale, quando non si suppongano limitati i valori /(o) 
prescritti sul contorno per la derivata normale della funzione incognita (secondo 
problema), oppure per una combinazione lineare della funzione incognita e della sua 
derivata normale (terzo problema). Il dominio 7, nel quale si vuol definire la funzione 
armonica incognita u si suppone limitato da un contorno S a curvatura variabile con 
continuitä; la funzione /(c) si suppone non limitata nell’intorno di un numero finito 
di punti di S, assolutamente integrabile su 8, uniformemente lipschitziana in ogni 
porzione chiusa di S escludente i punti in cui non elimitata; alla funzione incognita wsi 
— dos = [|\o)\de 

8 


impone 1. di essere limitata in), 2. di verificare la condizione Jim ! 
>0 
ö 
per il secondo problema, altra condizione analoga per il terzo problema, dove con 85 
si indichi un contorno parallelo e interno a S a distanza ö da questo. Nella prima 
parte del lavoro, i teoremi di unicitä sono ottenuti nel caso dello spazio, per mezzo 
della formola di Green; nella seconda parte, essi sono ottenuti nel caso del piano, 
mediante il passaggio alla funzione armonica coniugata, mentre al posto della anzidetta 
condizione 2. si ha l’altra che la funzione incognita sia continua in $+ T e uniforme- 
mente lipschitziana su 8. Espresse poi mediante potenziali di strato semplice le solu- 
zioni dei detti problemi, si riconosce che esse effettivamente verificano le condizioni 
dei provati teoremi di unicitä. G. Cimmino (Bologna). 
Kappos, D. A.: Über das Dirichletsche Problem. Bull. Soc. Math. Grece 21, 
104—125 (1941) [Griechisch]. 
Papaspyros, A.: Einführung in den Begriff des harmonischen Maßes von R. Nevan- 
linna und die bezügliche Darstellung der Lösung des Diriehletsehen Problems. Bull. Soc. 
Math. Grece 21, 58—66 (1941) [Griechisch]. 
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Variationsrechnung: 


Douglas, Jesse: Theorems in the inverse problem in the ealeulus of variations. 
Proc. Nat. Acad. Sci. U. 8. A. 26, 215—221 (1940). 

Kurze Beschreibung der vom Verf. gefundenen Lösung des inversen Problems 
der Variationsrechnung, und zwar hinsichtlich der Methode und der Resultate. Die 
inzwischen erschienene ausführliche Darstellung der diesbezüglichen Untersuchungen 
wurde bereits besprochen (vgl. dies. Zbl. 25, 181). O. Boruvka (Brünn). 

Päquet, P. V.: Les formes difförentielles exterieures 2, dans le ealeul des variations. 
Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 27, 65—84 (1941). 

Im engen Anschluß an die Arbeiten von Lepage (dies. Zbl. 16, 262) und Boerner 
[Math. Z. 46, 720-742 (1940); dies. Zbl. 23, 332] stellt Verf. das Extremalintegral 

Ir — [EM y*(z), yr (a))da! --- da* 
D & 


für m gesuchte Funktionen y*(z) und ihre Ableitungen = als äquivalentes 


Mannigfaltigkeitsintegral über eine gewisse äußere Differentialform 2, im Raum 
Rarm+nm der &°, y*, y* dar und gewinnnt dann aus der Theorie der Integralinvarianten 
die Formel für die erste Variation von I„. Aus den bekannten Beziehungen zwischen 
Plückerschen Koordinaten, deren Analogon für äußere Differentialformen angegeben 
und nochmals bewiesen wird, gewinnt Verf. die Bedingungen und die explizite Form 
der 2, von minimalem Rang. Diese führen auf den Carath&odoryschen Begriff des 
geodätischen Feldes. Auch der De Donder-Weylsche Begriff wirderwähnt. E. Hölder. 


Päquet, P. V.: Sur la g&omötrie differentielle suivant la möthode de Grassmann et 
les integrales du ealeul des variations. Bull. Acad. Roy. Belg., V. s. 27, 148—168 (1941). 

Für die Theorie der parameterinvarıanten mehrfachen Integrale der Variations- 
rechnung stellt Verf. die Grundbegriffe der affinen Geometrie mittels der Graßmann- 
schen Ausdehnungslehre zusammen. Es ergibt sich so die vektorielle Form (forme 
intrinseque) der Integrale; sie führt zu einer möglichen Verallgemeinerung der Funk- 
tionale und zum Begriff kongruenter Variationsprobleme. E. Hölder. 

Morse, Marston: The first variation in minimal surface theory. Duke math. J. 6, 
263—289 (1940). 

Verf. betrachtet eine harmonische Fläche S: «= A/(u, v), die vonn + 1 sich nicht 
schneidenden, einfach geschlossenen Kurven y; im m-dimensionalen Euklidischen 
(2)-Raum begrenzt ist; (u, v) variiert in einem von n +1 Kreisen C, [Mittelpunkt 
(ug, %%), Radius 0x] begrenzten Gebiet B der Ebene. A} seiin B-+ DC; stetig, in B 
harmonisch und bestimme eine zulässige Darstellung der Kurven y; von der Form 
[90(00), - - -» 9n(On)] = (9), wo 0; der Polarwinkel um (u;, v;) auf CO, ist. Die halbe 
Summe der Dirichletschen Integrale der A? sei D(g), was nicht nur als Funktional von 
(9), sondern auch als Funktional der Kreisparameter (07, 41, %1, ---, On, %, Y)=(N)=N 
angesehen wird, zu denen (g) gehört. Verf. beweist das fundamentale Theorem: Not- 
wendig und hinreichend dafür, daß eine harmonische Fläche mit endlichem D minimal 
sei, ist das identische Verschwinden der ersten Variation von D. Diese ist für das 


System (g, n) das Differential 7 = D,4n 192 D.,des von D(g,n, 4, e), gebildet 
® 


beie=0. Dabei ist D(g, n, A, e) die Dirichletsumme bei der aus (g) mittels der Trans- 
formation u, = 0; + epAx(O,), Ax(0,) analytisch von der Periode 27, entstehenden 
neuen Randdarstellung pz (ur, €) = 92(0,), und die (,‚Variations“-)Koeffizienten von 7 
müssen für alle zulässigen Systeme (A) und für das gegebene System (g, n) verschwinden. 
— Der Beweis war bisher nur für eine Randkurve (von Douglas) gegeben worden. 
Der allgemeine Beweis des Verf. geht vom harmonischen Vektor h(u,v) = (h’) zum 
Vektor F(w) der zugehörigen analytischen Funktionen von w=w-+iv und zum 
skalaren Produkt /(w) = F’(w) - F’(w) über, dessen Verschwinden die Bedingung dafür 
ist, daß (u, v) minimal ist. Wenn die Randdarstellung (9) analytisch ist, ergeben sich 


zwi 


nach klassischen Methoden Formeln, welche die Variationskoeffizienten durch w) 
und (g,n,A) ausdrücken. Dann ist der Beweis des Theorems leicht. Der Verf. zeigt 
nun für den Fall eines endlichen D(g), daß die Variationskoeffizienten stetig in (9, 7, A) 
sind, bei geeigneter Metrik für die Systeme (g, 7, A), und macht einen naheliegenden 
Grenzübergang. E. Hölder (Braunschweig). 


Integralgleichungen. Integraltransformationen: 


Carslaw, H. S.: A simple applieation of the Laplace transformation. Philos, Mag., 
VII s. 30, 414417 (1940). 

Zwei Randwertaufgaben aus der Theorie der Wärmeleitung, welche von ©. J. Tran- 
ter [Philos. Mag., VII. s. 28, 579—583 (1939); dies. Zbl. 23, 41] mit Hilfe von Schleifen- 
integralen gelöst worden waren, werden nunmehr mit Hilfe der Laplacetransformation 
in besonders einfacher Weise erledigt. W. Magnus (Berlin). 

Tolotti, Carlo: Applieazione di un nuovo metodo di M. Picone all’integrazione delle 
equazioni dell’elastieitä in un parallelepipedo rettangolo. (Bologna, 4.—6. IV. 1940.) 
Atti 2. Congr. Un. Mat. Ital. 422—424 (1942). 

Kurze Darlegung des Gedankenganges, dem Verf. früher (vgl. dies. Zbl. 25, 274) 
und vor allem in Mh. Math. Phys. 50, 176—204 (1941) mit Ausführung der rech- 
nerischen Einzelheiten gefolgt ist. Koschmieder (Graz). 

Hadwiger, H.: Ein transzendentes Additionstheorem und die Neumannsche Reihe. 
Mitt. Vereinig. schweiz. Versich.-Math. 42, 57—66 (1942). 

In der Versicherungswissenschaft und Statistik treten für Integrale häufig 
Rücklaufsformeln auf, die die Gestalt von Faltungsgleichungen haben. Die dabei zu- 
stande kommenden iterierten Kerne ®,(x, A) lassen sich in einfacher, geschlossener 
Form darstellen, wenn sie die Funktionalgleichung 


(1) Darm, A+ B)= [Due — & A)DniE, B)dä 
0 


erfüllen — einen in zwei Parametern, dem natürlichen n und dem stetigen A >0, 
transzendenten Summensatz. (1) ist der Gegenstand vorliegender Arbeit. Eine für 
z>0 undn>=2 stetige Lösung dieser Gleichung hat zum Laplaceschen Bilde eine 
Funktion der Form 
0) L{D„(2, 4); 2} = Pn(2, 4) = [yo a. 
Man geht daher, um (1) zu lösen, von geeignet gewählten y(z) und x(z) aus, findet 
@„(2, a) nach (2) und gelangt dann durch L-! zu ®,„(z, A). — In einer ersten Tafel 
verzeichnet Verf. passende y(z) (lies so statt Y(z) auf 8. 60, Zeile 25), in einer zweiten 
die zu 9,(2, a) gehörigen gesuchten ®,(z, A). Beispiel: 

z _ aa) ; 


SVzLZ A 
yv@)=]1, 1%) = e-2Va+z, DA) — sr 
Koschmieder (Graz). 
Hadwiger, Hugo: Wahl einer Näherungsfunktion für Verteilungen auf Grund einer 


Funktionalgleiehung. Bl. Versich.-Math. 5, 345—352 (1942). 


Die bei a>2b5b>0, A>0 für 2>0 nichtnegativen Funktionen 
1 


Z 204 er Yn x 4-7 N 
a en u Zoe ) e-*2J  1(2iba) 
Da ae any“ ze u 
besitzen in bezug auf den Parameter A ein Additionstheorem der Form 


p(2, A+ B)= [p(e — y, A)p(y, B)dy, 
0 


und vervielfachen so bei sukzessiver Faltung einfach ihren Parameter. Sie können 
somit bei der Addition von mehreren stetigen und nichtnegativen, demselben Ver- 
teilungsgesetz unterworfenen unabhängigen Zufallsveränderlichen gegebenenfalls als 
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zweckmäßige Näherungsfunktion der gemeinsamen Verteilungsdichte gewählt werden, 
wie dies bezüglich der beiden ersten in der mathematischen Statistik bereits geschah. 
Verf. untersucht auch die mit ihren sukzessiven Faltungsfunktionen @,(x) gebildeten 


TA & | 
Funktionen e”* > m 92), zur) und bemerkt, daß die erste als erweitertes 
k=1 | 
Poissonsches Gesetz in der Sachversicherungstheorie von P. Riebesell, die zweite 
als lösender Kern der Volterraschen Integralgleichung vom Faltungstyp 


fa) = pa) + A[ple — Y)Fly)dy 
0 


mit der Ausscheidedichte 9(x) einer Personengesamtheit und der gesuchten Erneue- 
rungsfunktion f(x) in der Versicherungspraxis eine entscheidende Rolle spielt. 
v. Stachö (Budapest). 
Boas jr., R. P., and D. V. Widder: An inversion formula for the Laplace integral. 
Duke math. J. 6, 1—26 (1940). 
(I) Die Verff. geben zunächst eine neue Umkehrformel für das Laplace-Stieltjes- 
Integral 


() fa) = fe*datı), 
0 


in die die Werte von f(x) längs der reellen Achse eingehen. Sie gehen dabei so vor, 
daß sie (1) auf eine Stieltjessche Integralgleichung zurückführen und auf diese dann 
ein bekanntes Lösungsverfahren [vgl. D. V. Widder, Trans. Amer. Math. Soc. 48, 
7—60 (1938), und R. P. Boas and D. V. Widder, Trans. Amer. Math. Soc. 45, 1—72 
(1939); dies. Zbl. 18, 131; 20, 133] anwenden. Das Resultat lautet: Ist «(t) eine in 
jedem IntervallO<t=< R mit R>0 schwankungsbeschränkte (normierte) Funktion 
und ist in (1) das Integral für > x, konvergent, so gilt für jedes c>xz,int>0 


t 
(2) &() —x(0+) = lim [Arte A 
mit = 0 
ct4k—1 o% ? 
4Alc,d)= ua) zw [ur-1e-tulfu + c)du. 


0 [ee) 
In dem besonderen Fall, daß «&(t) ein Integral ist, folgt aus (1’) f(x) = [e”*p(t)dt, 
ö 


wenn das Integral in © > x, konvergiert, bei jeder Wahl von c> x, die Beziehung 
(2’) o(t) — lim Ax(ec, t) für fast alle t in (0, 00) und insbesondere an jeder Stetigkeits- 


stelle von @(t). — (II) Weiter werden sodann zwei Grenzwertsätze bewiesen: (a) Ist 
f(x) in (c, ©©) meßbar und gelten mit zwei Zahlen A>0, 6>0 die Beziehungen 
(*) H@) = Of(® — 0), für > c+ sowie (**) fa) =O(x”2) für >, so gilt 


lim e”*Ay(c,t)dti=f(x) für fast alle x aus (c, 00) und speziell an jeder Stetigkeits- 


0 
stelle von f(x). (b) Setzt man an Stelle von (**) nur voraus, daß /(x) auf (c+ 1, ) 
wesentlich beschränkt ist, so gilt noch lim fera-e) Ax(c, t)dt= f(x)—f(x+h), 


l) 

(h>0), für fast alle x aus (c,oo) und speziell an jeder Stetigkeitsstelle von f(z); 
analoge Limesrelationen bestehen unter denselben Voraussetzungen für die höheren 
Differenzen. — (III) Unter Zuhilfenahme dieser Grenzwertsätze werden aus der 
unter (I) genannten Umkehrformel neue Darstellbarkeitssätze abgeleitet. Behandelt 
wird (1”) unter der Bedingung @(t) beschränkt bzw. p(t) € LP mit p>1, ferner (1) unter 
der Bedingung «(t) schwankungsbeschränkt bzw. «&(t) wachsend. Für den letzt- 


des 


genannten Fall 2. B. wird bewiesen: Eine notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, daß f(x) ın ©>0 die Darstellung (1) mit einer in 0<t<oo nicht abnehmenden, 
beschränkten Funktion «(t) zuläßt, besteht darin, daß /(x) eine in 0O< x< oo nicht- 
negative, stetige und beschränkte Funktion ist, für die 4, (0,1)>0 (k=1,2,...;0<t<oo) 
gilt. — (IV) Schließlich gehen die Verff. noch auf den folgenden, von Hardy und 
Littlewood [Proc. London Math. Soc., II. s. 30, 23—37 (1929)] herrührenden Tauber- 
Satz ein: Es sei a&(t) nichtabnehmend und f(x) el) in 2>0; dann folgt 
ö 

aus/(2)-H x" füre>0+ mitr>0, H>0 die Beziehung « (t) rn! für >, 
Sie zeigen, daß sich auf Grund ihrer Überlegungen in dem klassischen Beweisgang 
von Hardy und Littlewood ein Beweisschritt eliminieren läßt, nämlich die suk- 
zessive Differentiation der Gleichung (1). F. Lösch (Rostock). 

Kampen, E.R. van: Infinite produet measures and infinite eonvolutions. Amer. 
J. Math. 62, 417—448 (1940). 

Bochner, S.: A generalization of Poisson’s summation formula. Duke math. J. 6, 
229—234 (1940). 

Die Poissonsche Summenformel lautet in der üblichen Gestalt 


oO + +00 
(1) Su =) F(2rn) mit F(a) — a ekr 


—0o 


Ist dabei /(z) in einem Streifen |y| < y, der z= x + iy-Ebene analytisch, so stellt 
> m) die Summe der Residuen der Funktion (*) zf(2) ctgnz dar. Sie ergibt sich 


daher aus dem für die letztere Funktion angesetzten Cauchyschen Integral über das 
Rechteck mit den Ecken +7 + bi(b<< y,) durch den Grenzübergang T — oo. Der 


> es 

Übergang von diesem Integral zu der in (1) rechts stehenden Summe I) F(2r.n) voll- 

zieht sich in der Weise, daß man —i ctgrrz durch die Entwicklungen (**) 1+2 De=2r=iz 
oo n=1 

in y<0O und — ( +27 en in y > 0 ersetzt. — Verf. gelangt in der vorliegenden 


n=1 
Arbeit zu Verallgemeinerungen der Poissonschen Formel (1), indem er an Stelle der 
zur Bildung der Funktion (*) verwendeten speziellen Funktion ctgrzz eine allgemeine, 
in einem Streifen |y| < y, meromorphe Funktion @(z) verwendet, die nur gewissen 
Bedingungen genügen muß, von denen die Existenz passender Entwicklungen in zwei 
von Polen freien Streifen entsprechend den Entwicklungen (**) von ctg7zz besonders 
hervorgehoben sei. Genau lautet das Hauptresultat des Verf.: Es sei 9(z) eine in einem 
Streifen |y| < y, erklärte, daselbst meromorphe Funktion. Ihre Pole in dem Streifen 
seien einfach und gehören einem abgeschlossenen Teilstreifen |y| <d(0<=6< y,) an; 
sie seien mit {a„}, die zugehörigen Residuen mit {r„} bezeichnet. Ferner existiere 
eine unbeschränkte Menge von positiven Abszissen = T derart, daß @(z) auf der 
Gesamtheit der Strecken &=-+T, |y| < y, beschränkt ist. Endlich lasse sich ®(2) 
in dem offenen Randstreifen ö6< y< y, durch ein absolut konvergentes Laplace- 


+00 
Stieltjes-Integral 9(z) = 2nilei*:dd,(o), analog in —yy<y<—ö durch 
+50 —00 
op(z) = 2nije-ie?dd,(o) darstellen, und es werde D(x) = D,(&) — D,(x) gesetzt. 


Ist dann oh eine in |y| < y, analytische Funktion, die für # > + gegen 0 strebt 


und für die bei jedem y aus |y| < %, der Limes 
+7 


(2) e=°vF(a) = im i e-ia2f(g 1 iy)de 
-T 
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existiert, beschränkt für alle x und gleichmäßig in jedem endlichen &-Intervall, so 
gilt die Formel +T +00 
lim D"rmf(an) = [Fia)dD(a). 
T>o =: Br 
Dabei ist links die Summation über alle Pole a,„ zu erstrecken, deren Realteil zwi- 
schen —T und +T liegt. Das Integral rechts ist absolut konvergent. — Es folgen 
noch verschiedene Modifikationen dieses Satzes, die dem Fall Rechnung tragen, daß 
der Limes (2) für & — 0 nicht existiert, sowie dem Fall, daß /(z) nur in dem abge- 
schlossenen Streifen |y|<ö erklärt ist. Weiter wird auf Zusammenhänge mit fast- 
periodischen Funktionen und Dirichletschen Reihen hingewiesen. F. Lösch. 
Gonzälez Dominguez, Alberto: The representation of funetions by Fourier integrals. 
Duke math. J. 6, 246—255 (1940). 
Es sei bei gerader, nichtnegativer Funktion K(x) = O(|x|-!-*) mit & > 0 für 
|x| > oo die bereits von Bochner betrachtete und die Faktoren von Weierstrass, 


Poisson undCesäro umfassende Summationsfunktion s (t) = [e'"K (2) dxE L(—, ©) 


—00 


durch s(0) =1 normiert, ferner 2rrg(n, x) = N e2s() /(t)dt bei einer beschränkten, 


komplexwertigen Funktion f(t) für ale n. In modifizierter Fortführung neuerer 
Untersuchungen von Cramer [Trans. Amer. Math. Soc. 46, 191—201 (1939); dies. 


Zbl.21, 321—322] werden für die fast überall geltende Darstellbarkeit f(t) = f e!2g(z)dx 


durch komplexwertige Funktionen g(x) € L(—oo, 0) folgende notwendige und hin- 


reichende Bedingungen gefunden: a) fon, z)ld@<M, b) fan, x)\de<e über 
oo Ss 

jede S-Menge von hinreichend kleinem Maß. Bei der einzigen weiteren Voraussetzung, 

daß g(x) wesentlich beschränkt ist bzw. zu LP(—oo, oo) gehört bzw. von beschränkter 


Variation in (—0o, oo) ist, tritt an Stelle von b): |g(n, z)| <= C bzw. f\ g(n, x) Pdx< MP | 
bzw. f g’(n, 2)|d& < M. — Für die Darstellbarkeit /(t)— [ezd@(z) durch in (—00, oo) 


oo 


stetige, komplexwertige Funktionen G@(x) von beschränkter Variation bzw. durch 
stetige, beschränkte, nichtabnehmende @(z) erweist sich neben a) die Bedingung 


„im n"!g(n, 2)=0 bzw. neben dieser noch g(n, x) > 0 als notwendig und hinreichend. 


Im ersten Fall ergibt sich so die Inversionsformel 
x 


Umsfemade ee rl 


no, 


() 
und aus dieser P. Levys Satz, nach welchem dafür, daß eine Folge {G,(z)} von Ver- 
teilungsfunktionen gegen eine solche @(x) strebe, lim g,(n, x)=g(n, x) notwendig und 
hinreichend ist. 10 v. Stachö (Budapest): 
ee H.R.: General Tauberian theorems. 2. J. London Math. Soc. 15, 97—112 
Zu Teil I s. dies. Zbl. 19, 109. — Unter einer Funktion k(x)E_L wird im folgenden 
stets eine in (—00, +00) meßbare und absolut integrable Funktion verstanden. Als 
Funktionszeichen für eine derartige Funktion und ihre Fourier-Transformation werden 
entsprechende kleine und große Buchstaben verwendet, also K(u)= f eiurk(z)dx 
(wobei Integrale ohne Angabe der Grenzen von —oo bis +00 erstreckt zu denken 
sind). Endlich bedeutet für eine beschränkte Funktion f(x) der dem Funktionszeichen 


entsprechende große Buchstabe F den Wert F =lim |f(z)|. — In früheren Ergeb- 
>90 


15 


nissen des Verf. [Amer. J. Math. 60, 532—534 (1938); dies. Zbl. 19, 110 und Proc. 
London Math. Soc., II.s. 45, 243—288 (1938); dies. Zbl. 19, 109] ist der folgende 
allgemeine Taubersche Satz ran (A) Erfüllen %,(x), k,(x), f(x) die Voraus- 
setzungen (1) k,(z), k,(xJ)EL, (2) K,(u) = 0 = —o<u<-+oo, (3) |/(x)| <= M, so 
gilt für g,(«) = | k(® — ae Er G2(& nl 2 — y)f(y)dy die Beziehung 
G,< P(G,), wo Y(E) eine nur von k,(x), se x), M abhängige Funktion bedeutet, 
für die überdies 7(0)=Y(+0)=0 gilt. (B) Erfüllen ua) An die Voraus- 
setzungen (1) bis (3) und ist außerdem (4 4) lim If z+n)—Ha)|=6(n e. RAU =) 


so gilt für /(x) und g,(z) = [hit (2 — na) die Beziehung F< ze ir wo D(£) 
eine nur von k,(x) und = ) (nicht von M) abhängige Funktion bedeutet, für die 
überdies @(0) = ®(+0) = 0 gilt. — Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, zu zeigen, 
daß sich die Aussagen dieses Satzes auch dann noch ganz oder teilweise aufrecht- 
erhalten lassen, wenn Ä,(u) für gewisse Werte von u verschwindet, vorausgesetzt, 
daß k,(x) oder f(x) ER Ehnätzliche Bedingungen erfüllen. Die Hauptresultate 
des Verf. besagen: (I) Die Aussage (A) bleibt richtig, wenn (2) ersetzt wird durch 
die schwächere Voraussetzung: (2*) K,(u) + 0, ausgenommen in inneren Punkten 
einer endlichen Menge von Intervallen, in denen durchweg K,(u) = 0 gilt. — (II) Unter 
T',(u) werde eine in u> 0 erklärte, mit beschränkter 2. Ableitung versehene Funktion 
verstanden, für die /,(w)=1 in 0=<u=sl, T',(w=0 in u>2, T',(w) monoton 
abnehmend inl<u=2gilt. Sodann werde unter /'(a, b, e, u) für e> 0, a<b die 
Funktion !’=1 für a<u<sb, T=T,{(u — b)je} für u>b, T=T'f(a — u)le} 
für u<a verstanden; /' verschwindet außerhalb (a — 2&, b-+2e) und hat in 
(a—e,b-+e) den Wert 1. (A’) Erfüllen k,(z), k,(x), (x) die Voraussetzungen 
(1’) k,(), kg(z)EL, (2°) K,(u) = O0 außerhalb einer endlichen Anzahl von Intervallen 


(a, d,), n=1, 2, ..., N, (3) |f(z)] < M, (4’)lim lim |yfe'*Ys(u)I'(a,,b,,e, u)du|= 
€e>0 ae . 
für Funktionen I’(a,, b„,&,u) der Dee nehen Art, wo s(u) die zu L, gehörige 


Fourier-Transformation s(w) Li, m. 5, 22) ae ,, von f(x)/z bedeutet, so folgt 
aus 91(2)= [kı(z— y)f(y)dy— Ofür a Beziehung 9; (x) hl (2— y) f(y)dy>0 
für —>oo. (B’) Erfüllen k, (x), f(z) die Voraussetzungen (1’) bis (4’) und a we 


(5’) lim \f{a+n)—fe)\=ö(n), m oig )=0, so folgt aus g, (z N (2— y) f{y)dy 0 


für > die Beziehung f(z un für x — 00. — (III) Der Satz (II) a sich nur 
auf den Fall @, =0. Man gelangt zu einem dem Satz (I) analogen en wenn man 
in (II) die engen dadurch verschärft, daß man Ä,(a,), n) = 0 an- 
nimmt. Dies ist gleichbedeutend damit, daß man (4’) ersetzt En n ee 
nu yfe'"Vs(u)I'(a,, b„,e,u)du =0 für irgendein e> 0. Der sich so ergebende 


Satz lautet mit denselben Bezeichnungen wie in (II): (A”) Erfüllen k, (x), k,(z), f(x) 
die Voraussetzungen (1’) bis (3’) sowie (4”), so gilt G,< Y(G,), wo Y(£) nur von 
kı(&), k,(z), M,e abhängt und überdies (0) = Y(+o0) —=0 ist. (B”) Erfüllen 
k,(z), f(x) neben (1’) bis (3°) und (4”) noch (5), so gilt F= ®(G,), wo D(&) nur von 
k, (x), &,ö(n) abhängt und überdies ®(0) = ®(+0) = ist. — (IV) Schließlich läßt 
der Satz (II) für den Fall, daß &, = a, fürn=1,2,...,N gilt, daß also K,(u) nur 
in endlich vielen Punkten verschwindet, noch eine Besen liche Umformung zu. Es 
kann nämlich dann die auf s(w) bezügliche Bedingung (4) ersetzt werden durch die 


folgende, direkt auf f(x) bezügliche Bedingung: „im, im | f ka y)HTy)evd y| = 


(n=1,2,...,N), für ein k(z)EL mit K(0) + 0. Diese Bedingung ist insbesondere 
s+T 


an ersnen —=(, (n=1,2,...X), gilt. F. Lösch. 
s-T 


erfüllt, wenn im lim 
>: >. 
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Widder, D. V.: The Green’s funetion for a differential system of infinite order. 


Proc. Nat. Acad. Sci. U. 8. A. 26, 213—215 (1940). 
Verf. betrachtet das Gefüge unzähliger Differentialgleichungen 


a) Lral=eD] io re, „im al)=0, lim ja)=0; 


z>+0 >29 
n= x 


D bedeutet Ableitung nach x, der Strich an // verlangt die Weglassung des Wertes 

n=0. (A) besitzt eine einzige Lösung f(x); um sie zu finden, greift Verf. auf das. 

endliche Gefüge (A’) zurück, das aus (A) dadurch entsteht, daß man L durch 
k—2 


L,= —zD] | (1 E= = ersetzt. Seine Lösung f;(z) drückt sich in der Gestalt 


© n=—k 


el) = ji G,(z, t)p(t)dt durch die zu (A’) gehörige Greensche Funktion G;(z, t) aus, 


ö 

d.h. durch diejenige Lösung des homogenen Gefüges L,[G;(z, t)]=0, die in 0<xz<<oo 

mit ihren ersten 2k — 3 Ableitungen stetig ist, während ihre (2% — 2)-te Ableitung 

an = t einen Sprung aufweist. @,(x,£) läßt sich ausdrücklich angeben; es ist z. B. 

für 2<t © 

Ga, t) =kfiy+i— ae tykrily Fi)@HDgy. 
ö 


Die Lösung von (A) wird dann 
i)=/[e&,t)p(l)di mit Ga, t) = in )=w+H"., 
6 > 


also gerade das Stieltjessche Bild von @(t). — Verf. schließt mit Bemerkungen darüber, 
wie der Kern sich bei gewissen Abwandlungen von L ändert. Koschmieder. 
Guinand, A. P.: General transformations and the Parseval theorem. Quart. J. 
Math. 12, 51—56 (1941). 
Verf. betrachtet die Klasse S£ (p>0, k>0) der Funktionen 


() fa) = zung [Ur O9, 


T 
die eine Weylsche Derivierte {®(x) k-ter Ordnung besitzen, so daß a*/®(x) < LP(0, ©) 
gilt. Durch geläufige Verwendung der Mellintransformation, durch die bekanntlich 
der Weylsche Operator algebraisiert wird, gelangt Verf. zu dem nur für p = 2 formu- 
lierten Ergebnis: Gilt f(x) CS? und setzt man 


1 = 
@) 9 (a) = Fe / (dt — mer 170) (d)dt ((<r<k), 
x 
so gilt «”/N(x)c LP(0, 00). Dieses Resultat ist bekannt. Schreibt man (2) in der Form 
(3) = [ (E — a)" rer @ )dı u=k-—n), 


= 

so erkennt man eine von H. Kober (dies. Zbl. 25, 339) studierte Transformation der 
Funktion */®(x) in x’/" (x), auf die sich ein Theorem von I.Schur anwenden läßt, 
wobei sich das oben erwähnte Resultat ergibt. [Vgl. Kober (4.4) und (8. 4)]. Be- 
treffend den Spezialfall r—=0 vgl. auch G. H. Hardy, J. E. Littlewood and 
G. Pölya, Inequalities. Cambridge 1934, Theorem 319 (dies. Zbl. 10, 107). — Verf. 
leitet dann eine Verallgemeinerung der Parsevalschen Formel ab. Gilt f(x) < 8? und 
also auch f(x) < L?(0, 00) und ist 


908) = 4. kau)itw 
0 
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eine involutorische Transformation derWatson-Klasse mit dem allgemeinen Fourierkern 


OH N 
: are et 
k(x) = zlim „,) Ko) ds, IK(s)|=1 für R)=14, 
3-iT 
so gilt die Relation © _ ne 
fat’) (ade = [art tg la)ge lade (<a,ß<h. 
ö 0 H. Hadwiger (Bern). 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Grunblum, M. M.: Certains th&orömes sur la base dans un espace du type (B). EC. R. 
Acad. Sci. URSS, N.s. 31, 428—432 (1941). 


Michal, A. D.: Differentials of funetions with arguments and values in topologieal 
abelian groups. Proc. Nat. Acad. Sci. U. S. A. 26, 356-359 (1940). 

Nach dem Vorbild einer früheren Arbeit [Proc. Nat. Acad. Sci. U.8.A. 24, 340 
bis 342 (1938); dies. Zbl. 19, 311] werden für Funktionen mit Argumenten und Werten 
in topologischen abelschen Gruppen Differentiale erster und höherer Ordnung erklärt 
und eine Reihe von Sätzen (Kettenregel und ähnliches) ohne Beweise angekündigt. 

Köthe (Gießen). 

Freehet, Maurice: Une application des fonetions asymptotiquement presque- 
p£eriodiques ä l’ötude des familles de transformations ponetuelles et au probl&me ergodique. 
Rev. Sci. Paris 79, 407—417 (1941). 

Es sei N = T,M eine von dem Zeitparameter t> (0 abhängige Transformation, 
die jeden Punkt M einer beschränkten abgeschlossenen Menge 8 (im m-dimensionalen 
euklidischen Raume) in einen Punkt N von $ bringt. Es werden die folgenden Voraus- 
setzungen gemacht: 1. 7T,,,M = T,(T,M). 2. Für jeden Punkt M von $-ist 7,M 
eine stetige Funktion von t (0). 3. T,M ist eine Funktion von M, welche gleich- 
gradig stetig auf S ist, während t> 0 variiert. 4. f(N) ist eine reelle stetige Funktion 
auf 8. — Unter diesen Voraussetzungen ist 7T,M eine asymptotisch fastperiodische 
Funktion von t [Frechet, C. R. Acad. Sci., Paris 213, 520—522 (1941); dies. Zbl. 26, 


7, 
221]. Daraus folgt, daß das Zeitmittel- f /(T,M)dt mit L— +0 einer Grenze zustrebt. — 


6 
Mittels einer beliebig eingeführten Wahrscheinlichkeitsfunktion für gewisse Teilmengen 
von 8, sagt Verf., daß 8 zerlegbar (in bezug auf diese Wahrscheinlichkeitsfunktion) 
ist, wenn S Summe von zwei fremden Teilmengen S, , 8, ist, welche die beiden folgenden 
Bedingungen erfüllen: a) Mit M gehört auch 7,M zu 8; (k=1,2). b) Die Wahr- 
scheinlichkeit dafür, daß M sich in $, (k =1, 2) befindet, ist positiv. — Der Haupt- 
satz lautet dann: Unter den Voraussetzungen 1 bis 4 sei 8 unzerlegbar. Dann ist 


L 
der Grenzwert, lım - jr f(T,M)dt fast sicher gleich einem Raummittel n /(M)du(e), 
—-+5 r 
ö 


wo u(e) eine additive, von f unabhängige Mengenfunktion und u(e) = 0, u(S) =] 
ist. Eine physikalische Deutung von u(e) wird auch gegeben. Ky Fan (Paris). 
Fröchet, Mauriee: Sur le th&or&me ergodique de Birkhoff. C.R. Acad. Scı., Paris 
213, 607—609 (1941). a 
Der Verf. gibt ohne Beweis die Sätze der im vorstehenden Referat zitierten Arbeit. 
Ky Fan (Paris). 
Maker, Philip T.: The ergodie theorem for a sequence of funetions. Duke math. J. 
6, 27—30 (1940). 
Es sei Q eine meßbare Menge und 7 sei eine maßtreue Abbildung von 2 auf 
sich selbst. Ist f(P)E L!(Q), so existiert bekanntlich fast überall der Limes 
N-1 


72) = lim vw {(T"P) (Ergodensatz von Birkhoff). Dieser Satz wird auf kon- 


n=0 


18 


vergente Doppelfolgen von Funktionen folgendermaßen übertragen: Es sei Imn(P) 
eine für m, n — oo fast überall gegen /,(P) konvergierende Doppelfolge von Funktionen 
aus der Klasse L!(Q). Es gebe ferner eine positive Funktion p(P) aus L! (2) derart, 
daß |/mn(P)|<=Y(P) für jedes m und n ist. Dann gilt für fast alle P 
i—1 
£ EINST : 
‚m > Im;; RE P)= fs (P) > 
=0 
wo {m,,} und {n,,} beliebige Doppelfolgen positiver ganzer Zahlen sind mit der Eigen- 


schaft lim m,;,—= lim n,,;= oo. Ferner gilt fast überall lim Fmn(P) = %(P). — Ein 
4, Jj>o0 4, j>o0 M,n $ 
entsprechender Satz gilt für den Fall einer maßtreuen Strömung 7,, dann tritt aber 


an die Stelle der Doppelfolge f„„(P) eine Funktionenschar, die von zwei kontinuierlichen 
Parametern abhängt. Bela von Sz. Nagy (Szeged). 


Praktische Analysis: 


@® Mathematical tables. Vol. 9. Table of powers giving integral powers of integers. 
Cambridge: Univ. press a. New York: Macmillan Comp. 1941. XII, 131 pag. $ 4.25. 

Kron, A.-W.: Neuere Entwicklung der Rechenschieber. Meßtechnik 18, 131—134 
1942). 
I den normalen Gebrauch des Technikers empfehlen sich möglichst universell 
verwendbare Schieber, die kein bestimmtes Fachgebiet bevorzugen. Diese Bedingung 
erfüllen für geringste Ansprüche Taschenrechenschieber mit Grund- und Quadrat- 
leitern, für höhere Ansprüche der Rechenschieber ‚System Darmstadt‘, dessen Skalen 
besprochen werden. Für häufig auftretende verwickeltere Zahlenrechnungen nach fest- 
stehendem Formelsystem benutzt man daneben Sonderrechenschieber wie die des 
Ausschusses für wirtschaftliche Fertigung. Schieber mit großer Teilungslänge, ins- 
besondere Kreis- und Walzenschieber, dienen zur Erhöhung der Rechengenauigkeit. 
15 Hinweise auf neuere Literaturstellen. Theodor Zech (Dessau). 

Fehrentheil und Gruppenberg, Ladislaus Ritter von: Vereinfachte Quadratwurzel- 
ziehung mit der Rechenmaschine. Z. Instrumentenkde 62, 227—230 (1942). 

Das Verfahren der Subtraktion aufeinanderfolgender ungerader Zahlen wird 
variiert. Verf. empfiehlt, in jeder Dezimalstelle statt der sonst üblichen ungeraden 
Zahlen deren im voraus leicht schätzbares arithmetisches Mittel entsprechend oft zu 
subtrahieren. Dadurch wird die Anzahl der Einstellungen vermindert. Das abgeänderte 
Verfahren stimmt wörtlich mit dem Verfahren überein, das für das schriftliche Rechnen 
früher in den deutschen Schulen gelehrt wurde. Theodor Zech (Dessau). 

Sehminke, H.: Eine Sehieberanordnung für die Schlüsselgleichung 


NHL) HR) = 1a BsY)> 

wobei nur das Endresultat abzulesen ist. Z. angew. Math. Mech. 22, 169—170 (1942). 

Für eine Gl. mit nur 4 Unbekannten (,%, fg, /) wird ein zweidimensionaler 
Rechenschieber mit 2 Zungen und 1 Schablone benötigt: Ablesevorschrift: 1. Schieber: 
9-+y; Schablone: f,(® +); dadurch automatische Einstellung der Zunge des. 
2. Schiebers, senkrecht zum ersten; 2. Schieber: fi + fa. — Anm. d. Ref.: Die be- 
handelte Gl. ist leicht in einer mehrteiligen Rechentafel ohne bewegliche Elemente zu 
erfassen. Der vom Verf. angegebene graphische Mechanismus dürfte erst ökonomisch 
werden, wenn an Stelle der Schablone eine Wanderkurvenschar tritt und damit das 
System gekreuzter, eindimensionaler Rechenschieber zu einem voll ausgenutzten 


„Flächenschieber‘‘ (Wanderkurvenblatt) wird. v. Guerard (Darmstadt). 
Thomas, Maurice: Sur la quadrature approximative d’une eourbe. ©. R. Acad. Sci., 
Paris 214, 654656 (1942). a, 


Zum Zwecke der näherungsweisen numerischen Berechnung des Integrals S= f ydz 


aus den Ördinatenwerten y, an den gleichabständigen Stellen x, — % +vh oatgn 
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gewisse lineare Verbindungen der %, mit einfachen Koeffizienten hergeleitet, die zur 
Verbesserung der bei Anwendung der Trapezformel erreichten Genauigkeit dienen 
können. Ist S, der von der Trapezformel gelieferte Wert, so erhält man dadurch, 
daß man z. B. in jedem Streifen (x,, x, 1) statt des Geradenstückes P,P,+1ı die durch 
die vier Punkte P,_ı,..., P,+2 gehende Parabel 3. Ordnung integriert, für das ge- 


suchte Integral den verbesserten Näherungswert S, — S, — a W- ı AH mıTt ma) 


Zu noch weiter verbesserten Näherungswerten S, bzw. S,, gelangt man, wenn man 
in (2,, 2,41) über die durch die sechs Punkte P,_>, ..., P, +3 gehende Parabel 5. Ord- 
nung bzw. über die Parabel 3. Ordnung, die in P, und P,;, mit der durch 
P,-2,..., P,+2 gehenden Parabel 4. Ordnung gemeinsame Tangenten besitzt, integriert. 
Die bemerkenswert einfachen und symmetrischen Ausdrücke für S, — 8, und Sg; — 85 
werden angegeben. — Voraussetzung für die Anwendbarkeit der Formeln ist, daß 
man über die in ihnen vorkommenden außerhalb des Integrationsbereiches liegenden 
Ordinatenwerte verfügt. Sonst muß man sich damit begnügen, mit ihnen die Inte- 


ae 


grale fy 
7 2; 
behandeln. Heinrich (Breslau). 


Bückner, Hans: Über eine Näherungslösung der gewöhnlichen linearen Differential- 
gleichung 1. Ordnung. (Ein Beitrag zur Theorie der Nachlaufsteuerungen und verwandter 
Geräte.) Z. angew. Math. Mech. 22, 143—152 (1942). 

Es werden übersichtliche Näherungslösungen u(x) der Differentialgleichung 
(1) y+A(z)- Y=f(x) für kleine Werte von A(x), aber A(x) = 0 aufgestellt: Zunächst 
wird der Begriff des Defizits einer Funktion v(x) in einem Intervall (a, b) eingeführt 
als die Funktion f — u — Aw‘. Dann kann der Unterschied |y — w| in einfacher Weise 
abgeschätzt werden durch den Unterschied |y(&2,) — u(x,)| an einer festen Stelle x,, 


Zu-2 
dz bzw. f ydz zu berechnen, und die Integrale über die Randstreifen gesondert. 


. Als weitere 


durch das Defizit von u und eine Hilfsfunktion Z(x, x,) = oo) f di 
un 


Hilfsbetrachtung wird die Funktionalgleichung A(2-+ u) +4 = untersucht, die 
einer gegebenen zweimal stetig differenzierbaren Funktion A(x) mit A’(2) # —1 ein- 
eindeutig eine ebenfalls zweimal stetig differenzierbare Funktion u(z) mit „’(x) # —1 
zuordnet; A(z) und „(z) werden als miteinander gekoppelte Funktionen bezeichnet. 
Dann ist u(z) = f(x + u(e)) für kleine A(z) eine Näherungslösung von (1), für die 
der Betrag des Defizits abgeschätzt werden kann durch $|4?(z) - (x) \max, die also 
wegen des Faktors A? besonders für kleine Werte von A günstig ist. /(x) ist dabei 
als zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzt. Es folgen einige Beispiele. Collatz. 


Sehulz, W.: Zusatz zu: „Über das Meissnersche Integrationsverfahren für Differen- 
tialgleiehungen erster Ordnung“ in Deutsche Mathematik 6 (1941), 5. 271— 276. Dtsch. 
Math. 6, 565 (1942). 

Verf. teilt mit, daß seine im Titel zitierte Arbeit weitgehend mit G. Doetsch, 
Über die graphische Integration von Differentialgleichungen erster Ordnung [Z. angew. 
Math. Mech. 1, 464—466 (1921)] übereinstimmt (vgl. dies. Zbl. 26, 135). Theodor Zech. 

Rosenhamer, H.: Synthese ganzer rationaler Funktionen. Z. angew. Math. Mech. 
22, 153—162 (1942). 

Der Wunsch, freie Parameter in einem schwingungsfähigen System so zu wählen, 
daß Störungen möglichst schnell abklingen, führt auf die Aufgabe, das charakteristische 
Polynom des Systems so zu konstruieren, daß die Realteile aller Wurzeln vorgeschrie- 
bene Werte, insbesondere ein und denselben negativen Wert möglichst großen Betrages 
haben und daß die Koeffizienten reell sind. Verf. gibt hierfür den Zusammenhang 
zwischen den Koeffizienten einerseits und den Imaginärteilen und dem gemeinsamen 
Realteil der Wurzeln andererseits. Ein Zahlenbeispiel aus der Reglertheorie erläutert 
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die Anwendung der Formeln. Nomogramme für charakteristische Gleichungen 2. und 
3. Grades. Theodor Zech (Dessau). 

Willers, F. A.: Analyse periodischer Funktionen mittels gleichabständiger Ordinaten. 
(V 3620-7.) Arch. techn. Messen Liefg 133, T 67 (1942). 

Es wird eine Übersicht über verschiedene rechnerische, zeichnerische und instru- 
mentelle Verfahren gegeben. Etwas ausführlicher wird das Verfahren von Vercelli 
zur Analyse beliebiger periodischer Funktionen erläutert. — 24 Literaturstellen werden 
aufgeführt. @. Koehler (Darmstadt). 

© Stumpff, K.: Trigonometrische Interpolation und Extrapolation von Beobach- 
tungsreihen. (Veröff. d. Meteorol. Inst. Univ. Berlin. Hrsg. v. H. Ertel u. P. Zistler. 
Bd. 4, H.3.) Berlin: Dietrich Reimer (Andrews & Steiner) 1941. 52 S. u. 16 Abb. 
RM. 3.25. 

Das Problem der Luftdruckvoraussage führt auf folgende Fragestellung: Ein 
Wellengemisch y = f(t), d.h. eine Summe von Sinuswellen nicht notwendig kommen- 
surabler Frequenzen, sei bis zu einer Zeit = t, gegeben. Sinuswellen mit Frequenzen 
oberhalb einer gewissen Grenze seien unbeständig. Wie extrapoliert man den Verlauf 
von /(t) möglichst genau und möglichst bequem über i = t, hinaus ? — Zur Vorbereitung 
der Extrapolation ist Beseitigung der unbeständigen hochfrequenten Wellen aus dem 
bekannten Teil durch eine Glättung erforderlich, für die der Verf. eine Anzahl von 
Verfahren nach Erfolg und Bequemlichkeit der Anwendung diskutiert. Das Glätten 
geschieht punktweise folgendermaßen: In einem passenden, den Punkt enthaltenden 
Intervall wird /(t) harmonisch analysiert; dann wird der geglättete Wert aus den 
niedrigen Gliedern der Fourierreihe aufgebaut. Die Verfahren unterscheiden sich durch 
die Lage des Grundintervalls zum betrachteten Punkt und durch die Anzahl der mit- 
genommenen Fourierglieder. Bei dem am meisten empfohlenen Verfahren wird der 
ausgezeichnete Punkt in die Mitte des Grundintervalls gelegt; zur ersten Intervall- 
hälfte gehören f(t)-Werte, die Funktionswerte der zweiten Hälfte werden spiegelbildlich 
ergänzt. Am Verhalten reiner Sinuswellen systematisch variierter Frequenz und Phase 
sowie an Zahlenbeispielen wird die Wirkungsweise der verschiedenen Verfahren er- 
läutert. Für die Extrapolation kommen außer gefühlsmäßiger Fortsetzung der ge- 
glätteten Kurve die Periodogramm-Methode, algebraische Methoden und Differenzen- 
verfahren in Frage. Theodor Zech (Dessau). 

Schumann, T. E. W.: A mechanical appliance for the smoothing of time series. 
Philos. Mag., VII. s. 30, 39—48 (1940). 

er eine Verbesserung des vom Verf. früher beschriebenen Apparates zur Aus- 
gleichung gemäß dem Prinzip von Whittaker und Henderson (s. dies. Zbl. 21, 45); 
vgl. auch Wells und Spoerl (dies. Zbl. 20, 155). Herman Wold (Uppsala). 


Geometrie. 
Grundlagen. Nichteuklidische Geometrie: 


 E Johannes: La g&ometrie sensible. 2. Enseignement Math. 38, 294—322 
(Pour le premier article cf. ce Zbl. 24, 60.) La g&omötrie du plan quadrille. 
I. Proprietes fondamentales du reseau quadrille. II. Introduction des vecteurs; vecteur 
orthogonal. Application: en construisant sur les cöt6s du quadrilatere ABCD comme 
hypotenuses des triangles rectangles isocöles ABP, BCQ, CDR et DAS orientes posi- 
tivement, les deux segments PR et QS sont &gaux et orthogonaux l’un sur l’autre. 
II. Multiplication des vecteurs; birapports de quatre points sur une droite. IV. Lon- 
gueur et aire. V. Trigonometrie. VI. Le plan arithmötique. O. Bottema. 
Chisini, O.: Discorso sull’uguaglianza. Rend. Semin. mat. fis. Milano 14, 68 
bis 80 (1940). j 
Verf. will durch seine Betrachtungen die Vorstellungen über die Definition der 
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geometrischen Kongruenz und ihren Zusammenhang mit der starren Bewegung klären. 
Er sieht die Geometrie nicht als ein hypothetisch-deduktives System, sondern als ein 
erstes Kapitel der Physik an. Der allgemeine Begriff der Kongruenz muß seiner Ansicht 
nach von dem Begriff der Verwechselbarkeit ausgehen, um von diesem zu dem ge- 
naueren der Ersetzbarkeit überzugehen, der in mathematischer Form zu dem Begriff 
der Transformierbarkeit durch einen besonderen Typus von Transformationen ent- 
wickelt werden muß. Die geometrische Kongruenz im euklidischen Sinn ist unmittelbar 
mit der Gruppe der starren Bewegungen verknüpft, die projektiv als eine besondere 
Projektivität definierbar ist. Rein logisch endlich kann die Kongruenz implizit durch 
die Kongruenzpostulate, unter denen die Forderung der Transitivität hervorgehober. 
wird, definiert werden. Während aber die Definition durch die Postulate immer eine 
rein abstrakte Angelegenheit bleiben muß ist daneben die grob empirische Definition 
der Kongruenz möglich, nach der diese als Grenze der Inkongruenz erscheint, zu deren 
Feststellung es der Einführung des Begriffs der starren Körper bedarf. Die Charak- 
terisierung dieses Begriffs durch die Eigenschaft der Transitivität erlaubt zu erkennen, 
ob eine gewisse Klasse von Gegenständen eine Klasse von starren Körpern ist. In 
diese Klasse gehören der Zirkel und der Meterstab. Der Begriff der Geraden, d.h. des 
Lineals, und eines einzigen Zirkels, der nur einmal benutzt werden muß, genügen, 
wie Verf. unter Benutzung bekannter Steinerscher Ideen zeigt, für die Definition der 
geometrischen Kongruenz. Max Zacharias (Berlin). 
Gerretsen, J. €. H.: Die Begründung der Trigonometrie in der hyperbolischen Ebene. 
Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 360—366, 479—483 u. 559—566 (1942). 
Eine neue Begründung der Trigonometrie in der hyperbolischen Ebene mit Hilfe 
der Hilbertschen Endenrechnung, die im $1 der Arbeit in einer wesentlich von der Hil- 
bertschen Darstellung abweichenden Gestalt alsWerkzeug entwickelt wird, um darauf im 
$ 2 die Bewegungen der hyperbolischen Ebene zu erklären, die durch eine nichtsinguläre, 
linear gebrochene Transformation der Enden vermittelt werden, wird in dieser drei- 
teiligen Arbeit geboten. Dabei wird zunächst eine m. E. unberechtigte Kritik an dem 
Versuch von H. Liebmann [Math. Ann. 59, 110—128 (1904)] über denselben Gegen- 
stand geübt und dieser als ‚„mißlungen“ bezeichnet, um gleich darauf fortzufahren: 
„Außerdem sind die Betrachtungen Liebmanns wenig elegant...“ Der Verf. hat 
uns bei der Darstellung seiner Begründung der Trig.i.d.hyp. Ebene nicht davon 
überzeugen können, daß sie „elegant“ wäre. Der Weg über die Endenrechnung ist 
und bleibt für den Geometer gekünstelt; ihre neue Gestalt beim Verf. können wir 
nur als „umständlich“ bezeichnen. Warum arbeitet man nicht, wie etwa Baldus 
(Nichteuklid. Geometrie, Leipzig-Berlin 1927), von vorneherein am isomorphen Poin- 
careschen Modell? — Der $ 3 erklärt die hyperbolischen Funktionen und deutet ihre 
Additionstheoreme an, um im Anschluß daran im $ 4 die trigonometrischen Funktionen 
zu definieren und ihre Additionstheoreme abzuleiten. Der $ 5 gewinnt die bekannte 
Lobatschefskijsche Formel über den Parallelwinkel und die Formeln des rechtwinke- 
ligen Dreiecks. Warum geht man hier nicht den klassischen Lambertschen Weg über 
das Pentagramma mirificum, den auch Gauß, Liebmann und Löbell später be- 
vorzugt haben, und der uns für die Geometrie viel „eleganter“ zu sein scheint als 
der vom Verf. mit der immerhin ungeometrischen ‚„Endenrechnung‘, was auch im 
Sinne der Reinheit der Methode wichtig zu sein scheint — Als Anwendung der tri- 
gonometrischen Formeln beweist der Verf. im $ 6 die beiden folgenden, für die Axiomatik 
wichtigen Sätze: „1l) Eine Gerade, die einen Punkt innerhalb eines Kreises enthält, 
trifft den Kreisin zwei Punkten.“ ‚2) Enthält ein Kreis einen inneren und einen äußeren 
Punkt eines zweiten Kreises, dann schneiden sich die beiden Kreise, und zwar in zwei 
Punkten“, wobei Verf, allerdings eine Definition von „Innen“ und ‚Außen‘ eines 
Kreises zu geben vergißt, wo gerade die Schwierigkeit liegt. [Zu 1) siehe das „E.P.- 
Axiom“, zu 2) das „S.K.-Axiom‘“ in der Liebmannschen „Synthet. Geom.‘“ (dies. 
Zbl. 9, 29).) In diesen und den daran anknüpfenden axiomatischen Untersuchungen 
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des Ref. ist erkannt worden, daß es sich hierbei für die Zwecke der projektiven Geo- 
metrie um zwei sog. „schwache Stetigkeitsaxiome“ handelt, wobei sich also auch 
die gegen eine Vermutung von Simon-Fladt (Nichteuklid. Geometrie N. 54, Leipzig- 
Berlin 1925) gerichtete Kritik des Verf. erübrigt. Es muß durch die Liebmannschen 
und die Arbeiten des Ref. als wahr angesehen werden, daß man bei diesen Frage- 
stellungen „schwache Stetigkeit‘ braucht, wobei genau angegeben worden ist, welches 
der Schwächegrad ist, nicht aber mehr als diese. Steck (München). 

Gerretsen, J. €. H.: Zur hyperbolischen Geometrie. Akad. Wetensch. Amsterdam, 
Proc. 45, 567573 (1942). 

Im Anschluß an die vorsteh. besprochene Arbeit und an die von ihr in eine neue, 
gruppentheoretische Gestalt gebrachte Hilbertsche „Endenrechnung‘“, mit der es 
möglich wurde, „die hyperbolische Geometrie in die projektive Geometrie einzuordnen”, 
gibt Verf. neben der kürzlich erfolgten neuartigen Begründung der Bolyai-Loba- 
tschefskijschen Geometrie durch Ker&kjärtö (dies. Zbl. 23, 357) eine neue, wobei 
die bei Ker&kjärtö noch verbliebene Lücke, das sog. „Axiom des Kreises“ (siehe 
vorsteh. Besprechung: „E.P.-Axiom“ bei Liebmann) ausgefüllt wird. Dieses Axiom 
lautet: „‚Jede Gerade, von der ein Punkt innerhalb eines Kreises liegt, trifft den Kreis 
in zwei Punkten“, wobei aber Verf. eine Definition der ‚inneren‘ Punkte eines Kreises 
vermissen läßt (s. vorsteh. Referat). Die neue Begründung der ebenen hyperbolischen 
Geometrie besteht darin, daß mit Hilfe der Endenrechnung das isomorphe Poincaresche 
Modell aufgebaut wird, wobei sich Verf. einer Pseudogeometrie bedient, in der die 
Axiome der ebenen absoluten Geometrie und das Euklidische Parallelenaxiom erfüllt 
sind. Diese Pseudogeometrie wird repräsentiert durch ein geeignetes Zahlensystenı, 
das aus den sog. „‚Poincar&schen Koordinaten‘ ($ 1) besteht, zwischen denen in geeig- 
neter Weise die Gleichungen der Geraden und des Kreises aufgestellt ($ 2) und im 
$ 3 die Entfernungsformeln abgeleitet werden können. (Siehe unseren Vorschlag im 
vorsteh. Referat, alles am isomorphen Poincareschen Modell zu beweisen, dem sich 
der Verf. hier also weitgehend angleicht.) In dieser Pseudogeometrie gilt auch das 
Axiom des Kreises (siehe die Beziehungen dieser Pseudogeometrie zu den endlichen 
Geometrien des Ref. gerade in bezug auf dieses Axiom), weil im Körper h der Enden 
das Quadratwurzelziehen aus positiven Elementen eine immer mögliche Operation ist. — 
Trotzdem erscheinen die endlichen Geometrien in diesem Zusammenhang als viel 
natürlichere geometrische Mittel als die gekünstelte Heranziehung eines Zahlensystems 
im Zusammenhang der. Endenrechnung und würden auch in diesem Falle rein geo- 
metrisch zum Erfolg führen können. — Als Ergebnis folgt das längst bekannte: „Alle 
Sätze, die man auf dem Wege der Poincar6schen Deutung findet, gehören zum Be- 
stande der hyperbolischen Geometrie, insofern man sich für die in dieser Deutung zur 
Anwendung kommenden Sätze der Euklidischen Geometrie nur auf die Axiome der 
ebenen absoluten Geometrie, das Euklidische Parallelenaxiom und das Axiom des 
Kreises beruft“, ein Ergebnis, das Baldus (Nichteuklid. Geometrie, Leipzig-Berlin 1927) 
längst schon ohne „‚Endenrechnung‘ viel konsequenter und geometrischer gezeigt hat. 


Steck (München). 
Analytische Geometrie. Projektive Geometrie: 


Kommerell, Karl: Der Desarguessche Involutionssatz. Jber. Dtsch. Math.-Vereinig. 
52, Abt. 2, 55-56 (1942). 

Die Gerade @ schneide die Paare von Gegenseiten des vollständigen Vierecks ABCD 
in den Punktepaaren A,A,, B,B,, C,C, und einen Kegelschnitt K, welcher durch 
A, B,C und D geht, in den Punkten P und ©. Bekanntlich gehören A,A,, B,B,, 
C,0,, PQ zu einer Involution. Verf. gibt für diesen Satz einen synthetischen Beweis, 
welcher auch gilt, wenn @ den Kegelschnitt X nicht reell schneidet. O. Bottema. 

Delens, Paul: Sur eertaines relations entre t6traddres et quadriques. J. Math. pures 
appl. IX.s 21, 111—121 (1942). 

L’au. de ce travail s’est &teint en aoüt 1941; sa vie a &t6 un modele de labeur et 
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de droiture. — Considerons deux tetradres r, 9 tels qu’une quadrique x contienne 
les sommets du premier et soit conjuguse au second; cela se traduit par l’annulation 
d’un determinant d’ordre 4 faisant intervenir les coordonne&es-points des sommets de T 
et les coordonnees-plans des faces de 9 et l’on voit aisement qu’il existe, dualistique- 
ment, une quadrique Q conjuguee & T et tangente aux faces de 0: le systeme (T, 6) 
depend, en general, de 23 parametres; mais, si le döterminant en jeu, au lieu d’avoir 
le rang 3, a le rang 2, il existe un faisceau linsaire ponctuel de quadriques x et un 
faisceau tangentiel Q, le systeme (7, 6) d&pendant de 20 parametres; si le determinant 
est de rang 1, il existe un reseaux, un reseauQ et (7, 8) d&pend de 18 parametres. — 
L’au. passe ensuite & l’&tude d’un couple harmonique (r, ) de t&tra&dres reciproquement 
auto-polaires, c’est-A-dire tels que le plan polaire pour r de chaque sommet de 
contienne les 3 autres sommets de 9; un tel couple d&pend de 15 paramötres et deter- 
mine un troisieme tetra&dre 6°, tel que ces 3 t&tra&dres sont deux & deux auto-polaires 
et que deux tetraedres de ce systöme soient conjuguss dans chacune des homologies 
involutives ayant pour centre un sommet, pour plan directeur la face opposee du 
troisieme tetra&dre; le geomötre Stephanos a appel& desmique un tel systeme. — 
L’au. passe ensuite & l’&tude des tötratdres en situation hyperboloidique, ou polaires 
par rapport & une quadrique. Les proprietes g&ometriques sont nombreuses et per- 
mettent de signaler de nombreuses analogies entre la geometrie du triangle et celle 
du tetraedre; en particulier on peut definir pour un tetratdre un point, qui sera dit 
point de Lemoine du tetra&dre, deduit assez aisement des points de Lemoine des 
faces du tetraedre. B.@ambier (Paris). 

Cattaneo, Paolo: Su una particolare famiglia di parabole. Atti Mem. Accad. Sci. 
Padova, N.s. 57, 177—185 (1942). 

Nach einigen Formeln, die die Achse, den Scheitel, die Scheiteltangente, den 
Brennpunkt, die Leitgerade einer Parabel liefern, deren Gleichung in allgemeiner Form 
gegeben ist, betrachtet Verf. die ool Parabeln, die mit der Kurve f(z,y) = 0 in ihren 
einzelnen Punkten eine Berührung 2. Ordnung aufweisen und deren Scheitel mit den 
betreffenden Berührungspunkten zusammenfallen. Insbesondere sei f(z,y) =0 die 
Parabel y?= 4x; der Ort der Brennpunkte jener oo! Parabeln ist dann eine Kurve 
3. Ordnung, während die Enveloppe ihrer Leitgeraden eine Kurve 4. Ordnung ist. 
Andere Anwendungen derselben Anfangsformeln werden am Schluß ohne Beweis aus- 
gesprochen. E.G@. Togliatti (Genova). 

Hohenberg, Fritz: Über die Kegelschnitte mit gemeinsamen Hauptachsen. Dtsch. 
Math. 6, 530—537 (1942). 

Bereits in einer früheren Arbeit (s. dies. Zbl. 25, 354) hat der Verf. die Menge 
aller Kegelschnitte, die ein Poldreieck gemeinsam haben, als „Bund“ bezeichnet und 
einschlägige Fragen projektiver Richtung behandelt. In metrischer Sonderheit bilden 
die Kegelschnitte mit gemeinsamen Hauptachsen einen Bund. Verf. behandelt mittels 


2 . . 
der Abbildung, die dem Kegelschnitt = + 7 — ] den Punkt mit den rechtwinkligen 


Koordinaten &, ß zuordnet, gewisse dem Bund angehörige Kegelschnittreihen und, als 
Anwendung die Konstruktion der gemeinsamen Punkte und Tangenten von zwei Kegel- 
schnitten des Bundes, die Konstruktion von Kegelschnitten aus gegebenen Bestim- 
mungsstücken und die Lösung einiger Extremwertaufgaben. E. Kruppa (Wien). 


Lagrange, Rene: Definitions et th&or&mes de mötrique anallagmatique. Ann. Ecole 
norm., III. s. 59, 1—42 (1942). 

En g&ome£trie euclidienne, la droite est le lieu des points communs aux plans d’un 
faisceau, le point est l’intersection des plans d’une famille linsaire ‚double. De m&me, 
en g&ometrie anallagmatique, les intersections de familles lin&aires, simple ou double, de 
spheres forment les quatre elements fondamentaux: point, cercle, sphere, bipoint 
(couple de deux points). Dans la geomötrie euclidienne, la distance de deux elements 
(point, droite, plan) est invariante pour le groupe des d&placements, mais covariante 
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pour celui des similitudes; par anologie, anallagmatiquement, sont covariantes les 
distances d’un point A une sphöre, un cerele ou un bipoint, et invariantes les distances 
de deux des trois elements vraiment fondamentaux: la sphere, le cercle, le bipoint. 
L’au. definit synthötiquement les distances covariantes; les deux premiers chapitres 
sont consacres aux definitions des distances covariantes et invariantes, puis aux re- 
lations que l’on peut &tablir entre elles sur le modele de la geometrie euchdienne; il 
signale, des le debut, le covariant qu’A. Bloch a appel& puissance reduite d’un point 
par rapport & une sphere et que l’au. appelle distance du point & la sphere: cette notion 
acquise, la distance d’un point & un cercle s’obtient comme extremum de la distance 
du point aux sphöres issues du cercle et ce proc&d& de definition par etude de l’ex- 
tremum s’applique aux autres distances covariantes. Ce procede de definition synthe- 
tique a l’avantage de la rapidit®, mais, quelquefois, le lecteur pourrait desirer savoir 
comment la synthöse s’est operee graduellement; l’au. de cette analyse a eu, dans un 
expos& d’ensemble de la parataxie, & signaler beaucoup de definitions rencontrees ici 
et a obtenu d’abord les invariants, puis les covariants en &tudiant les transformations 
anallagmatiques qui laissent un ensemble d’el&ments invariable. Dans le chapitre III, 
au. etudie les champs eocycliques de bipoints, c’est-ä-dire les bipoints formes par 
deux points inverses par rapport ä& une meme sphere fondamentale, röelle ou imaginaire, 
mais d’&quation reelle; on arrive ainsi aux geometries classiques non euclidiennes, mais 
avec des Enonces differents, reproduisant presque textuellement ceux de la geometrie 
euclidienne; ce r&sultat tout & fait remarquable et elegant tient ä cette raison bien 
simple que donne l’au.; si l’on appelle Z la distance definie par Poincare dans sa 
geometrie non euclidienne, en nous bornant aux champs cocycliques plans, et L la 
distance definie par l’au., on a Z= Shl; or, puisque toute fonction d’un invariant 
est elle-m&me un invariant, la forme pr&cise adoptee pour le choix de l’invariant type 
est susceptible de modifier les enonces et ici l’au. a la satisfaction de nous offrir de 
beaux theoremes oü les points, droites et coniques du plan euclidien sont remplaces 
par les bipoints, cercles et quartiques bicirculaires d’un champ cocyclique plan (en 
particulier les theoremes de Poncelet). Le chapitre IV s’occupe des relations me- 
triques dans la figure forme&e par trois cercles (d’un m&me champ, propriete qui est 
automatique pour trois cercles d’un me&me plan, secants deux ä deux, non concourants, 
mais qui sont completes par de nouveaux cercles tous orthogonaux au cercle orthogonal 
commun). Nous retrouvons ainsi la proportionnalite des cötes aux sinus, les th&or&mes 
de Menelaos et de Ceva, les proprietes des cercles bissecteurs, des cercles medians, 
des cercles mediateurs, des hauteurs. B.Gambier (Paris). 


Weitzenböck, R.: Über eine Formel aus der Komplexgeometrie. Akad. Wetensch. 
Amsterdam, Proc. 45, 324—326 (1942). 
In einem projektiven 6, = R„_, ordnet ein linearer @,_,-Komplex 


Ze = (anzPrle=}) —=( 
dem G,, mit den Koordinaten @;:,...;„ den Nullpunkt ?, der Gleichung 
(PıW) = (a'""p") (au) = 0 


zu. Sind A,(a*-"+1), K,(br mtl)... ., K,(hr-m+l) m>2 solcher Komplexe, so sind 
deren m Nullpunkte P,, P,,..., P„ von @„(9") linear abhängig, wenn die In- 
varıante Den = (ab... ghr-m+1) (ar - Mom)... (g*-rom_,) 


verschwindet. Die Gebiete @„(@”) mit m linear abhängigen Nullpunkten gehören 

daher einem @„-Komplex vom Grade m — 1 an. Diese Invariante kann man schreiben 
Da= (Zn P pP, po): 

es folgt daraus, daß das Gebiet @„_,, das (m—1) der Nullpunkte bestimmen, im Falle 

linearer Abhängigkeit dem m-ten Komplexe angehört. — Die Invariante D* „kann 

auch in Form einer Determinante D,,m geschrieben werden, von der noch verschiedene 

Sonderfälle betrachtet werden. K. Strubecker (Straßburg). 
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Algebraische Geometrie: 


Galafassi, Vittorio Emanuele: Sulle C” reali della superfieie eubica generale reale 
intersezioni complete o quasi. Ist. Lombardo, Rend., III. s. 75, 366372 (1942). 

Fortsetzung einer Untersuchung über reelle algebraische Kurven, die einer reellen 
Fläche F dritter Ordnung angehören (dies. Zbl. 26, 254, 423). Verf. hat schon die reellen 
algebraischen Kurven betrachtet, die auf F liegen und die höchstmögliche Anzahl 
reeller Züge aufweisen. Hier beweist er die Existenz auf F von Kurven 0”, die die 
kleinste Anzahl reeller Züge aufweisen. Diese kleinste Anzahl e ist 1, wenn CO” die 
fast vollständige Schnittkurve von F mit einer anderen Fläche ist und wenn die 
Zusammenhangszahl von F den Wert 5 oder 7 hat; in allen anderen Fällen ist & = 0 
oder 1, je nachdem m gerade oder ungerade ist. Die Existenz auf F von Kurven 0, 
die mehr als & und weniger als das Maximum reeller Züge aufweisen, folgt jetzt ohne 
weiteres aus bekannten Sätzen von L. Brusotti. E.@. Togliatti (Genova). 


Cherubino, Salvatore: Un teorema sulle eorrispondenze algebriehe tra due eurve. 
Ann. Scuola norm. super. Pisa, II.s. 11, 99—103 (1942). 

Es seien @ und @ die Matrizen der Normalperioden zweier algebraischer Kurven C 
und D und ao =RT_, R=oT*, 
die Hurwitzschen Relationen einer algebraischen Korrespondenz zwischen C und D. 
Dann ist das Produkt 7*T7 eine reguläre Matrix, d.h. seine kanonische Matrix hat 
Diagonalform. Darauf wird ein neuer Beweis eines Satzes von Torelli gegründet, der 
besagt: Wenn die Spur von 7T*T7 gleich 2p und das Geschlecht p > 1 ist, so sind C 
und D im allgemeinen birational äquivalent. van der Waerden (Leipzig). 

Jung, Heinrich W. E.: Über ganze birationale Transformationen der Ebene. J. reine 
angew. Math. 184, 161—174 (1942). 

Es seien x und y Polynome in x’ und y’, und umgekehrt seien auch 2’ und y’ Poly- 
nome in x und 9. Dann heißt die birationale Transformation (2, y) «> (x, y’) ganz. 
Die ganzen birationalen Transformationen bilden eine Gruppe. Verf. zeigt, daß sich 
die Gruppe erzeugen läßt durch die Affinitäten und Additions-Transformationen 
re” =r; Y=y-+axr“ (& ganz). In I stellt er die für den Beweis nötigen Begriffs- 
bildungen der allgemeinen Theorien der algebraischen Funktionen zweier unabhängiger 
Veränderlicher, in II die bisher bekannten Ergebnisse über ganze Transformationen 
zusammen. In III kann er dann den Beweis im wesentlichen durch Betrachtung der 
höchsten in den Polynomen vorkommenden Exponenten führen. — Verf. faßt z und 
als zwei selbständige Veränderliche auf, die jede für sich unendlich werden können, 
wie es für seine algebraische Begriffsbildungen zweckmäßig ist. Die uneigentlichen 
Elemente sind dann die oo! Stellen 2=oo, y=a (a endlich), die oo! Stellen z=D, y=oo 
(b endlich) und die Stelle x = , y = oo. Geht man jedoch zu homogenen Koordinaten 
über, schließt also die Ebene durch die unendlich ferner Gerade ab, so hat man die 
geometrischen Methoden zur Verfügung, mit Hilfe deren man, wie dem Ref. scheint, 
den Beweis etwas abkürzen kann. Vgl. dazu eine demnächst im J. reine angew. Math. 
erscheinende Bemerkung des Ref. Ott-Heinrich Keller (Berlin). 

Derwidus, L.: Sur les transformations birationnelles laissant fixes les eourbes 
elliptiques d’une eongruence lineaire. Bull. Soc. Roy. Sei. Liege 9, 162—169 (1940). 

L’A. dimostra che si puö sempre costruire una trasformazione birazionale dello 
spazio ordinario, la quale muti in s® cjascuna curva di una qualsiasi congruenza lineare 
di quartiche ellittiche. Una tale trasformazione viene effettivamente costruita con 
l’ausilio di un’arbitraria congruenza di rette, sicch£ le trasformazioni del tipo indicato 
sono infinite. — In secondo luogo, l’A. costruisce una trasformazione birazionale dello 
spazio, la quale muta in se ciascuna cubica ellittica della congruenza lineare @, che 
si ottiene al modo seguente: siano date una stella di piani ed una rete di superficie 
cubiche, che possiede una linea base costituita da una conica, e si ponga un’omografia 
tra la rete e la stella; si ottiene una curva di @ intersecando ogni piano della stella 
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con la superficie cubica della rete, corrispondente al piano nell’omografia pre- 
detta. Conforto (Roma). 

Ledoux, Henri: Sur une transformation birationnelle involutive du treizieme ordre 
de Pespace. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 28, 101—117 (1942). 

Im 8, seien ein Büschel Q von Flächen 2. Ordnung Q mit der Basiskurve ö und 
außerdem zwei ö nicht treffende windschiefe Geraden d,,d, gegeben. Durch den all- 
gemeinen Punkt P des S, geht eine Q, bezüglich welcher dı, d, die zu dı, d, konju- 
gierten Geraden sind; durch P geht genau eine Treffgerade von dj, ds ; sie schneidet Q 
in P'. Die involutorische Cremonatransformation T: P«>P’ ist Gegenstand der 
Untersuchung. DO enthält 4 Kegel Q, mit den Spitzen 4; @=1,...,4), die Konju- 
gierten von d,,d, zu Q, spannen eine Ebene durch A; auf, die Q,; in den Erzeugenden 
$j1, 52 schneidet. Diese 8 Geraden sind für 7 fundamental von 2. Art, d.h. liegt 1% 
auf sg, so ist P’ auf s;, unbestimmt. Es gibt weitere 8 Fundamentalgeraden 2. Art 
von T, nämlich die 8 Sehnen s, --: s, von 6, die d, und d, treffen. Die weiteren Fun- 
damentalkurven von T sind ö und zwei räumliche Quintiken I’. I%; I‘; liegt dabei 
auf der Quadrik, die von den zu d; ( =1, 2) bezüglich der Flächen aus Q, konjugierten 
Geraden gebildet wird. I‘; trifft ö in 8 Punkten. Die Fixpunkte von T bilden eine 
einfach durch 6, d,,d, gehende Fläche 4. Ordnung D. Den Ebenen des 8, ordnet T 
Flächen 13. Ordnung R zu, die Öfach durch 6, 2fach durch I’; und einfach durch 
die genannten 16 Fundamentalgeraden gehen, einer Geraden entspricht eine Kurve 
13. Ordnung, die öin 24, T',, I’, in je 12 Punkten trifft. Die Geraden PP’ bilden einen 
Komplex 2 vierten Grades. Gibt man einen linearen Komplex vor, so erfüllen die 
Punktepaare der durch 7 erzeugten Involution J,, die auf Komplexstrahlen liegen, 
eine Fläche #10. Ordnung mit den 4 biplanaren Doppelpunkten A,,..., 44; sie geht 
vierfach durch ö und einfach durch die übrigen Fundamentalgebilde. Die analoge 
Fragestellung bei Zugrundelegung einer bilinearen Kongruenz führt auf eine durch 
Ay, -.., A, laufende Kurve der Ordnung 18. — Die Punktgruppen der J, lassen sich 
birational auf die Punkte einer V$ des S, abbilden. Harald Geppert (Berlin). 

Ledoux, Henri: Sur une transformation birationnelle involutive d’ordre 4(nı +na) +5 
de l’espace. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 28, 198—210 (1942). 

Die im vorangehenden Referat behandelte Cremonaabbildung verallgemeinert 
Verf. nun dadurch, daß er zwischen den Quadriken aus O) und den Erzeugenden zweier 
rationaler Regelflächen R,, R, der Ordnung n, bzw. n, je eine gegenseitig eindeutige 
Zuordnung 6,(6,) vorgibt und der Konstruktion statt d,, d, die durch 9,,6, der 
durch P gehenden Büschelquadrik Q entsprechenden Erzeugenden zugrunde legt. 
T besitzt als Fundamentalkurven 2. Art 4(n, +, +2) Geraden y, n, +n, Kegel- 
schnitte C und als weitere Fundamentalkurven ö und IT‘; «=1,2), wobei T'; die 
Ordnung 2n; + 1 hat und auf A, liegt. Die Fläche D der Fixpunkte enthält alle diese 
Kurven und hat die Ordnung 2(n, +, +2). Einer Ebene des S, entspricht eine 
Fläche der Ordnung 4(r] +) +5, die mit den Vielfachheiten 2(n, + n,), 2,2,1 
durch 6, T';, C, y geht; die Geraden bilden sich auf Kurven der Ordnung 4(n, + n,) +5 
ab. Die Paare der durch 7 erzeugten Involution J,, die den Geraden eines linearen 
Komplexes bzw. einer bilinearen Kongruenz angehören, bilden eine Fläche F der 
Ordnung 2(n, + +1) bzw. eine Kurve der Ordnung 4(n, +%,) +2 mit näher 
untersuchten Eigenschaften. Harald Geppert (Berlin). 

Baudoux, Roger: Sur une involution du second ordre dont les groupes se distribuent 
par couples sur les droites d’un complexe lin&aire. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 28, 
211—222 (1942). 

Es wird eine involutorische Cremonatransformation studiert, die Ähnlichkeiten 
zu den in den beiden vorstehend besprochenen Arbeiten untersuchten Abbildungen 
aufweist. Gegeben ist ein Büschel Q von Quadriken Q, ein linearer Komplex & und 
eine Gerade a. a’ sei die Konjugierte von a bezüglich der durch den Punkt P gehen- 
den Q, a’ die Zugeordnete von a’ bezüglich &; durch P läuft eine a’, a’ treffende 
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Komplexgerade p, die Q in P’ trifft. Die Abbildung T: Px>P' ist involutorisch, die 
erzeugte Paarinvolution J, hat auf dem allgemeinen Strahl von X zwei Paare. T hat 
zu Fundamentalkurven 1. Art die Basiskurve ö von Q und zwei räumliche Quin- 
tiken Z',, I’, des Geschlechts 2, die sich in & und 6 in 8 Punkten schneiden; einem 
Punkt von ö ordnet 7 eine ebene C® in der Polarebene x von P bezüglich I zu, die 
durch P 3fach, durch die 3 restlichen Treffpunkte von z und 6 2fach geht 
und /’,,T', je in 5 Punkten trifft; einem Punkt von I'(T',) entspricht in 7 eine O2, 
die ö in 4, T,(T',) in 2 Punkten und T',(T}) nur in ? trifft. Die Fundamental- 
kurven 2. Art von 7 sind 16 Geraden, nämlich die Sehnen von 6, die /’ 42 in ver- 
schiedenen Punkten treffen. Den Ebenen des S, ordnet 7 Flächen der Ordnung 13 
zu, die öfach durch ö, 2fach durch 7',, 7, und einfach durch die 16 Fundamental- 
geraden gehen; den Geraden des 8, werden Kurven 03 zugeordnet. 
Harald. Geppert (Berlin). 

Godeaux, Lueien: Remarques sur les homographies eyeliques du plan. Bull. Soc. 
Roy. Sci. Liege 9, 137—143 (1940). 

Eine Untersuchung der Struktur der drei Fixpunkte O,, O,, O, folgender zyklischer 
Homographie der Ebene: 4:23:45 —=x,:&23:&*25; hier ist 1< a <p, p> 2, wo- 
bei p eine Primzahl bedeutet; e ist eine primitive Einheitswurzel der Ordnung p. Es 
sei |C| das Linearsystem größter Dimension von Kurven C der Ordnung p, die von 
der betrachteten Homographie in sich verwandelt werden. Es seien C, diejenigen 
Kurven (©, die durch den Fixpunkt O, (1,0,0) der Homographie hindurchgehen; sie 
haben in O, nur zwei Tangenten, die mit 0,0,, 0,0, zusammenfallen. Die Struktur 
des Fixpunktes O, der Homographie wird durch die Struktur des Punktes O, als 
mehrfacher Punkt der Kurven C, geliefert. In der vorliegenden Abhandlung wird 
nur der einfache Fall betrachtet, daß dem Punkt O, nur zwei Folgen anderer mehr- 
facher Punkte in den beiden Richtungen 0,0,, 0,0, unendlich nahe liegen. 

E.G. Togliatti (Genova). 

Godeaux, Lucien: Sur les surfaces du quatrieme ordre possedant quatre points 
doubles uniplanaires. Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 9, 151—162 (1940). 

Verf. hat in zahlreichen Arbeiten die Involutionen mit einer endlichen Anzahl 
von Deckpunkten auf einer algebraischen Fläche untersucht und dabei die Annahme 
gemacht, daß die Deckpunkte einfache Punkte der Fläche seien. Hier zeigt er an 
einem Beispiel, wie die Struktur eines Deckpunktes, der diese Annahme nicht erfüllt, 
zu untersuchen ist. Es bedeute 


P(T1, 2, La, %4) = Q12%109 4 413 %1%3 + AyalıTa + Agaly lg + AgaTg%y + 4341, %; 


die Fläche F des S, mit der Gleichung p(zf, 2%, 25, 2) = 7,%232, geht durch die 
drei biachsialen harmonischen Homographien H,,, Hs; Hı:: 


9.9: =: I 2: 9:19 
in sich über; diese erzeugen auf F eine Involution 4. Ordnung J,, deren Gruppen man 
birational den Punkten der Fläche ©: p(z,, %,, 3, 24)” = %,%4%3%, zuordnen kann. 
Die Deckpunkte der J, sind die Ecken A,,..., A, des Bezugstetraeders, d.h. konische 
Doppelpunkte, ihnen entsprechen auf ® die Verzweigungspunkte der Abbildung, 
nämlich ebenfalls die Ecken A; des Bezugstetraeders, die für ® uniplanare Doppel- 
punkte sind; diese Singularitäten kommen folgendermaßen zustande. A, ist auf F 
einer Kurve a, vom Grade —2 birational äquivalent, auf der oo! Gruppen der J, 
liegen, deren Bilder auf ® eine einfache, zu A, unendlich benachbarte Gerade s, er- 
füllen. Auf a, liegt je ein Paar von Deckpunkten A,;, A}; der durch H,, erzeugten 
Involution *=1, 2,3), und die zum Paare A,,, Ai; benachbarten Punktepaare ent- 


sprechen auf ® den Umgebungen der drei zu A, benachbarten konischen Doppel- 
punkte. Harald Geppert (Berlin). 
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Godeaux, Lueien: Sur un point de la th&orie des correspondances entre deux courbes 
ou deux surfaces algebriques. Bull. Soc. Roy. Sei. Liege 9, 146—151 (1940). 

F,, F, seien zwei irreduzible algebraische Flächen der Irregularität q,, 42, zwischen 
denen eine irreduzible algebraische (n, , n,)-Korrespondenz existiert. Ein lineares Voll- 
system |C,| von Kurven auf F, gehört dann einem vollständigen, stetigen Kurven- 
system {C,} einer um g, höheren Dimension an; |C,| entspricht auf F, ein rationales 
stetiges System von Kurven (,, die also einem Linearsystem |C,| gänzlich angehören. 
Dasselbe System |C,| kann aus unendlichvielen Linearsystem |O,| entstehen, die sich 
auf ein oder mehrere stetige Systeme &, der Dimension o, verteilen. Analog ist 0, 
erklärt. Verf. liefert einen Beweis für die schon von Albanese [Ann. Scuola norm. 
super. Pisa, II. s. 3, 149-182 (1934); dies. Zbl. 9, 33] aufgewiesene Beziehung 
d1ı —01=4e — 0g. Er beruht auf der Betrachtung der Picardschen Mannigfaltigkeiten 
V,,V,, V von F},F, und der Bildfläche F der homologen Punktepaare von F,, F,. 
Auf V, entspricht nämlich den Systemen &, eine lineare Kongruenz der Dimension 
Yı — 0, punktfremder Abelscher Mannigfaltigkeiten der Dimension o,, analog auf V, 
und V, und durch Betrachtung der durch die Korrespondenz erzeugten Involutionen 
auf F mit den Bildflächen F,,F, erhält man 9a -o= +9 =R%R+t0ı- 

Harald Geppert (Berlin). 
Ditferentialgeometrie in Euklidischen Räumen: 


Thaler, Hermann: Isotrope Projektion isotroper Kurven. Innsbruck: Diss. 1941, 
2128. 

Einer isotropen Kurve im Raum entspricht durch die isotrope Projektion eine 
Berührungsschar gerichteter Kreise in der Ebene. Die vorliegende Arbeit briugt 
Ergebnisse der Theorie der isotropen Kurven mit Untersuchungen über Kreisscharen 
in Verbindung, wie sie vom Ref. (Über die Geometrie von Laguerre X, Über Kreis- 
scharen in der Ebene [Mh. Math. Phys. 25, 223—234 (1928)]) angestellt worden sind. 

Heinrich Schatz (Innsbruck). 

Faceiotti, Guido: Asferieitä e curvatura di Gauss in un punto ordinario di una super- 
ficie. Ist. Lombardo, Rend., III. s. 75, 176—178 (1942). 

Cisotti [Acta Pontif. Acad. Sci. 1, 1—7 (1937)] hat in die Flächentheorie als Maß 
der lokalen Abweichung einer Fläche von der Kugelgestalt die Größe «=(1—r3/r,)"? 
eingeführt, in der r,, r, die Hauptkrümmungsradien bezeichnen. Verf. diskutiert in ele- 
mentarster Weise das Verhalten dieser Größe und ihres Zusammenhanges mit dem 
Gaußschen Krümmungsmaß. Harald Geppert (Berlin). 

Bouligand, Georges: Sur les surfaces satisfeisant ä la th6orie de Gauss et ä la 
relation elassique entre la courbure totale et la courbure g&odösique. J. Math. pures 
appl., IX.s. 20, 325—337 (1941). 

L’au. se propose de determiner le champ de validit& de la theorie generale &tablie 


par Gauss en 1827, prolongee par O. Bonnet en 1848 par la d6couverte de la relation 
ds 


devenue classique, f ee f f ee: en etablissant cette relation, on suppose en 
7 
general qu’il s’agit d’une surface analytique ou du moins d’une surface representable, 
au voisinage de chaque point, gräce ä un choix convenable d’axes, par une &quation 
2 = /(z, y), ou / admet des derive&es partielles continues, jusqu’& un ordre assez &lev$; 
mais cet ordre est rarement precise et l’au. se propose de combler cette lacune. — II 
designe sous le nom de surfaces de Gauss celles dont la representation locale z— f(x, y) 
est fournie, autour de chaque point, par une fonction dou&e de derivees partjelles 
secondes, en dependance continue du point z, y et &tend, dans sa section I, le thöoreme 
de Bonnet & ces surfaces; les surfaces de Gauss sont caracterisses par la condition 
suivante: pour chaque point M et chaque tangente MT‘, la surface admet une courbure 
normale, fonction continue de M et de la direction MT, lorsque ces deux &l&ments 
varient ind&pendamment. — Dans sa section II, l’au. montre que la möthode imaginee 
par Darboux pour former l’&quation aux deriv&es partielles des surfaces admettant 
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un de’ donne est applicable aux surfaces de Gauss malgr& le röle apparent devolu 
aux derivees troisiemes: pour montrer que ces derivees n’interviennent pas, l’au. em- 
ploie l’artifice dualistigue qui consiste ä obtenir une representation paramötrique de 
la surface au moyen des coefficients p, q du plan tangent. — Dans sa section III l’au. 
fait mesurer la diffieulte de l’&tude en jeu par quelques remarques sur la diffieulte 
de rapporter la surface de Gauss la plus generale ä ses lignes de courbure: & titre 
d’hypothese supplementaire, il faut introduire une condition de Lipschitz (ou une 
condition d’unieite plus ou moins parente). Une remarque analogue s’appliquerait aux 
asymptotiques, dans le cas de la surface de Gauss la plus generale A courbures oppostes: 
les bandes asymptotiques jouent le röle de multiplieites caracteristiques de l’equation 
de Monge-Ampere donnee par Darboux et l’&tude de cette &quation, dans la classe 
des surfaces de Gauss, nous place dans un champ de recherches pour lequel les con- 
ditions habituellement realisees dans la structure des multiplieites caracteristiques 
n’ont plus lieu. Divers jeunes chercheurs, que l’au. dirige avec tant de talent, pour- 
sulvront ces recherches. B. Gambier (Paris). 

Cämpan, Floriea: La pseudosphere de Bacaloglu. Bull. Sect. Sci. Acad. Roum. 
24, 96—105 (1941). 

Sind R,, R, die Hauptkrümmungsradien einer Fläche, so lautet ihre Bacaloglu- 
(B.-)Krümmung $(R}? + 3Rr'Rz' + R5?); sie hat nur historische Bedeutung. Verf. 
bestimmt die Drehflächen konstanter B.-Krümmung; ihre Meridiankurven lassen sich 
durch Quadraturen ermitteln. Es gibt, wie bei den Pseudosphären, drei verschiedene 
Typen solcher Flächen. Diskussion. Harald Geppert (Berlin). 

Gheorghiev, @.: Sur les surfaces dont une famille de lignes de eourbure sont des 
eourbes planes semblables. Bull. Sect. Sci. Acad. Roum. 24, 85—88 (1941). 

In Weiterführung der Untersuchungen von A. Myller (vgl. dies. Zbl. 24, 346) 
bestimmt Verf. die Flächen mit einer Schar ebener Krümmungslinien, die zueinander 
ähnlich sind und deren Ebenen Schmiegebenen einer Raumkurve sind. Als Krüm- 
mungslinien kommen Kurven in Betracht, die, ohne explizit integriert zu werden, 
gewisse Ähnlichkeiten zu den Myllerschen Smi-Kurven aufweisen. Harald Geppert. 

Cartan, Rlie: Sur les couples de surfaces applieables avee eonservation des eourbures 
prineipales. Bull. Sci. math., II. s. 66, 55—72 et 74—85 (1942). Es 

L’au. reprend le probleme pose par Ossian Bonnet: trouver deux surfaces 8, 8 
(ni egales ni symetriques) isomötriques, les courbures principales se conservant aux 
points homologues; il emploie la methode du triedre mobile et des systemes en invo- 
lution. Les chercheurs pr&c&dents avaient cite, sans l’approfondir, le cas de deforma- 
tion non continue: l’au. montre que le probleme de Cauchy conduit & des couples 
r6els d&pendant de 4 fonctions arbitraires d’un argument. Pour le cas de deformation 
continue A un parametre, on trouve 3 classes: la premiere, surfaces minima et ä courbure 
moyenne constante, etait connue depuis longtemps, et Hazzidakis, usant des co- 
ordonnees isotropes, avait trouv& les deux autres. L’au. les retrouve en n’employant 
que des quantit6s ayant une signification intrinseque, et, si les calculs ne se trouvent 
pas reduits, du moins realise des progres importants dans le domaine reel. La deuxieme 
classe, par la möthode de l’au., se s&pare aussitöt; elle ne contient que des surfaces 
imaginaires (remarque que seul le ref. avait faite, avant l’au. [efr. C. R. Acad. Scı., 
Paris 174, 1613—1615 (1922)]) et ces surfaces d&pendent de deux fonctions arbitraires 
d’un argument. La derniere classe contient des surfaces dependant seulement de 
constantes arbitraires, dont O. B. avait montr& qu’elles ont un ds? de revolution et 
sont isothermiques et W. L’au. appelle surface O.B. toute surface analytique reelle 
de cette classe et famille O. B. l’ensemble & un parametre de surfaces O. B. toutes 
applicables les unes sur les autres; il montre qu’une famille O. B. ne comprend, a un 
deplacement ou une symetrie pres, qu’un nombre fini 1,2,3 de surfaces distinctes; 


les lignes de courbure de 8 correspondent, dans l’application sur S, & un reseau ortho- 
gonal de 8, dit r&seau O. B. de S; une surface O. B. contient donc oo! reseaux OÖ. B. 
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que l’on peut, par une reprösentation conforme plane convenable, representer par des 
r6seaux orthogonaux de cercles; les lignes de courbure de chaque systeme sont represen- 
t6es par des faisceaux de cercles orthogonaux & un cercle fixe; pour l’un au moins 
des deux systemes, ce cerele I’ est r&el; le cercle I” relatif & l’autre systeme est 
orthogonal & 7‘, mais peut &tre & centre rel et rayon reel, ou ä centre reel et 
rayon imaginaire pure, ou röduit & un point reel: ces trois cas correspondent aux 
cas ol le nombre des surfaces distinctes de la famille est 3, 1, 2. — Le ref. avait resume, 
dans sa Note cit6e plus haut, quelques rösultats obtenus en reprenant la methode 
d’Hazzidakis; il avait signal& que la seconde classe ne comprend que des surfaces 
imaginaires, puis que, sauf le cas des surfaces minima, dans le cas de deformation 
continue & un paramötre, il n’y a jamais de reseau conjugu& permanent et enfin que 
/’on peut utiliser les surfaces imaginaires pour obtenir des systemes cycliques reels, 
et mö&me alg&briques particulierement simples, ainsi que les systemes triples ortho- 
gonaux correspondants; il avait aussi signal& qu’une famille O. B. ne comprend en 
principe qu’une surface reelle S, ni r&volutive, ni helicoidale, et ses ool auto-defor- 


mees 8, toutes egales & 8, car un morceau quelconqgue de 8 peut &tre appliqu& de oo! 
facons, au sens de Gauss, sur divers morceaux correspondants de S, l’un de ces mor- 


ceaux &tant &gal au morceau preleve sur 8; mais si S est la surface exceptionnelle 
(revolutive ou heliciodale), ce n’est qu’asymptotiquement que l’on peut detacher 


sur S le morceau egal au morceau de 8. B. Gambier (Paris). 


Graf, H., und H. Thomas: Zur Frage des Gleiehgewichts von Vierecksnetzen aus 
verknoteten und gespannten Fäden. Tl. 1: Allgemeine Gleichgewichtsbedingungen 
(Kapitel 1 und 2); Kennzeichnung, Übersicht und kurze Beschreibung der allgemeinsten 
Netze besonderer Netzklassen (Kapitel 3 und 4). Math. Z. 48, 193—211 (1942). 

Verff. stellen für ein beliebiges infinitesimales Fadennetz, das sich unter dem 
Einfluß von infinitesimalen Randkräften im Gleichgewicht befindet, die Bedingungs- 
gleichungen auf, die zwischen den Fundamentalgrößen der 1. und 2. Ordnung der 
Trägerfläche und den Spannungsfunktionen des Fadennetzes bestehen. Es ergibt sich, 
daß das Gaußsche Krümmungsmaß der Trägerfläche in keinem Punkte positiv sein 
kann. Unter der Voraussetzung nicht ebener Trägerflächen werden die Gleichungen 
spezialisiert durch die Forderungen, daß die Netzstruktur rhombisch (E =G) und die 
Spannungsverteilung isotrop, d.h. in jedem Knotenpunkt des Netzes die Elementen- 
paare der Fadenspannungen einander gleich (L+N =O) seien, sowie umgeformt. 
Vier besonders einfache Klassen von Fadennetzen mit isotroper Spannungsverteilung 
und rhombischer Netzstruktur werden weiter behandelt: die geodätischen Fadennetze, 
bei denen die Netzkurven geodätische Linien sind und die Liouvillesche Trägerflächen 
haben; die äquidistanten Fadennetze, bei denen die infinitesimalen Rhomben kon- 
stante Seitenlängen haben; die konjugierten (die Trägerfläche ist eine Minimalfläche) 
und die Schmiegtangenten-Fadennetze. Indem nun Netzklassen betrachtet werden 
die je zwei dieser vier Klassen angehören, erfolgen weitere Vereinfachungen; die geo- 
dätisch konjugierten Fadennetze haben als Trägerfläche eine Wendelschraubenfläche 
die äquidistanten Schmiegtangentennetze eine Drehfläche konstanter negativer Krüm- 
mung und die äquidistanten konjugierten Fadennetze eine Wendelschraubenfläche oder 
eine Scherksche Minimalfläche. Die Ergebnisse sind größtenteils bekannt und hätten 
einheitlicher gewonnen werden können, wenn Verff. von den Gaußschen Grundelei- 
chungen für die Koordinaten der Trägerfläche ausgegangen wären. Vgl. A. Voss, Über 
ein neues Prinzip der Abbildung krummer Oberflächen [Math. Ann. 19, 1—26 (1882)]: 
Über diejenigen Flächen, auf denen geodätische Linien ein konjugiertes System bilden 
[8.-B. Bayer. Akad. Wiss., math.-phys. Kl.18, 95—102 (1888)]; Über diejenigen 
Flächen, welche durch zwei Scharen von Kurven konstanter geodätischer Krümmung 
in infinitesimale Rhomben zerlegt werden [Ebenda 86, 247—296 (1906)]; Über äqui- 
distante Kurvensysteme auf krummen Flächen (Katal. d. Math. Ausst. Mirehen 1892, 
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16-26); A. Razzaboni, Delle superficie sulle quali due serie di geodetiche formano 
un sistema coniugato [Accad. Sci. Bologna, Mem., IV. s. 9, 765—776 (1889)]; H. Tho- 
mas (dies. Zbl. 24, 177). Volk (Würzburg). 
Reiche, E.: Berichtigung zu: „Zum isoperimetrischen Problem bei Flächenstücken 
negativer Krümmung“ in Deutsche Mathematik 6 (1941), S. 171—177. Dtsch. Math. 6, 
565 (1942). 
Die Ergebnisse der Arbeit (dies. Zbl. 26, 89) werden hiervon nicht berührt. Bol. 


Differentialgeometrie besonderer Liescher Gruppen: 


Dan Gh. Th.: Sur une elasse de surfaces. Mathematica, Cluj 18, 55—67 
In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 25, 221) hat Verf. die Flächen ($) untersucht, 
auf denen Ä/d* längs einer Schar von Asymptotenlinien konstant ist; dabei ist X die 
Gaußsche Krümmung des Flächenpunktes und d der Abstand der Tangentenebene 
des betrachteten Flächenpunktes vom Koordinatenanfangspunkt O0. Die Flächen (8) 
wurden bereits früher als Beispiel zur zentro-affinen Differentialgeometrie von O. Mayer 
[Ann. Sci. Univ. Jassy 21, 1—77 (1934), S. 40; dies. Zbl. 10, 178] untersucht. — Im 
ersten Teil der vorliegenden Mitteilung zeigt Verf., daß der Mittelpunkt der Lie-F, 
auf einer Parallelen zu einer Haupttangente des Flächenpunktes durch O liegt. Danach 
wird das ebene Kurvennetz betrachtet, das durch Projektion der Asymptotenlinien 
von O auf eine Ebene entsteht. — Im zweiten Teil wird gezeigt, wie man, ausgehend 
von einer Fläche (S$), durch eine Transformation im Sinne von Bianchi bzw. Jonas 
zu einer Schar von oo® Flächen (5) gelangt. Die Transformationen werden durch 
W-Strahlensysteme gewonnen, von denen ein Brennmantel die gegebene, der andere die 
transformierte Fläche ist. Die Bestimmung der Transformation, die eine Fläche ($) 
wieder in eine Fläche ($) überführt, geschieht durch ein vollständig integrables System 
von Differentialgleichungen einer Funktion R. W. Haack (Karlsruhe). 

Bortolotti, Enea: Über die Invarianten von Linienelementen und die projektive Geo- 
metrie der Kurvengewebe. Mh. Math. Phys. 50, 257—281 (1942). 

In questa conferenza del Aut. vengono presi in esame i piü semplici invarianti 
differenziali proiettivi legati ad elementi di diversi ordini di curve piane o sghembe. 
Prendendo le mosse dall’invariante di contatto di Smith-Mehmke-Segre, costituito 
dal rapporto delle curvature di due curve piane in un punto di contatto, !’A. segnala 
anzitutto le estensioni dovute al Bompiani e le successive applicazioni all’inter- 
pretazione geometrica degli invarianti fondamentali di una curva piana rispetto al 
gruppo proiettivo (arco projettivo-curvatura proiettiva-normale proiettiva). Di grande 
interesse risulta pure, attraverso la segnalazione del aut., la costruzione puramente 
geometrica della teoria proiettiva delle superficie mediante le due forme elementarj di 
Bompiani, piü semplici che non le forme differenziali di Fubini. Anche lo studio 
proiettivo-differenziale delle singolarita si avvantaggia particolarmente della con- 
siderazione di invarianti di contatto. Per le curve sghembe la generalizzazione dei 
concetti precedenti porta alla considerazione di figure definite invariantivamente come 
luoghı di centro di proiezione privilegiati (piano principale di Halphen — retta princi- 
pale — punto principale): il Bompiani, principale cultore di tali ricerche, le estese 
poi al caso di curve che non si toccano ma semplicemente s’intersecano ricavandone 
in particolare una caratterizzazione delle tangenti di Darboux. Ritornando agli in- 
varianti di curve piane, viene segnalato il semplice metodo (e tuttavia generale) ideato 
dal Bompiani per la costruzione di tutta la teoria degli invarianti di elementi cUrVI- 
linei attraverso procedimenti indipendenti dalla scelta delle coordinate ed in particolare 
dalla loro normalizzazione. Gli stessi concetti si lasciano trasportare alle curve sghembe: 
una interessante applicazione & costituita dalle estensioni proiettive dei teoremi di 
Meusnier ed Eulero, vale a dire dalla costruzione, dovuta alBompiani, di calotte 
superficiali mediante un conveniente numero di elementi curvilinei. In ultimo il aut. 
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esamina le applicazioni alla geometria proiettiva dei tessuti ricordando per i tessuti 
piani le ormai classiche ricerche sulle trasformazioni di Laplace nonch& l’appli- 
cabilitä proiettiva propria od impropria (definita da Fubini e Öech ricorrendo alla 
distinzione fra contatto analitico e contatto geometrico, priva di un reale senso geo- 
metrico). Per i tessuti di curve sghembe la base di ogni ricerca & costituita dai lavori 
di Fubini e dello stesso au4. con la scoperta della metrica euclidea locale legata ın 
modo proiettivamente invariante a un 3-tessuto. Per i 2-tessuti lo studio, almeno 
nel caso piü generale, puö esser ricondotto a quello dei 3-tessuti: ın tale campo le 
ricerche del Maxia hanno condotto alla scoperta di notevoli proprietä. Piero Buzano. 

Bos, W. J.: Zur projektiven Differentialgeometrie der Regelflächen im R4. (10. Mitt.) 
Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 350—353 (1942). 

Im Anschlusse an die 9. Mitteilung (dies. Zbl. 26, 352) wird bemerkt, daß im Tan- 
gentialraum einer Regelfläche des R, die Fünfpunktebene A und die Schmiegebene 
der Heftkurve im Punkte H ein invariantes Ebenenbüschel bestimmen, das auch 
weitere bemerkenswerte Ebenen enthält. Eine ähnliche Bemerkung gilt für den so- 
genannten Beiraum der Regelfläche. K. Strubecker (Straßburg). 

Bos, W. 3.: Zur projektiven Differentialgeometrie der Regelflächen im R;. (11. Mitt.) 
Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 465—470 (1942). 

Bos, W. J.: Zur projektiven Differentialgeometrie der Regelflächen im Ay. (12. Mitt.) 
Akad. Wetensch. Amsterdam, Proc. 45, 540—545 (1942). 

Die neunte Mitteilung (dies. Zbl. 26, 352) enthielt den Nachweis der Existenz eines 
Systems von oo? Ebenen, welche vier Nachbarerzeugende der Regelfläche des R, 
schneiden, und die Gleichung X =0 der von diesen „Vierpunktebenen“ gebildeten 
Mannigfaltigkeit in Raumkoordinaten. Durch den Heftpunkt A laufen dabei zwei 
Büschel A und B solcher Vierpunktebenen. Jedes von ihnen enthält eine Fünfpunkt- 
ebene. Die beiden vorliegenden Noten beginnen mit der allgemeinen Untersuchung 
der Vier-, Fünf- und Sechspunktebenen, d.h. der Ebenen, welche eine bestimmte 
Erzeugende O,, der Fläche schneiden und in diesen Schnittpunkten mit ihr eine Be- 
rührung dritter, vierter und fünfter Ordnung eingehen: z. B. wird gezeigt, daß die 

ierpunktebenen durch einen Punkt der Erzeugenden O,, einen quadratischen Hyper- 
kegel bilden, während es an Fünfpunktebenen i. a. nur ihrer zwei gibt. Durch höch- 
stens vier der Punkte von O,; geht nur eine einzige Fünfpunktebene. Nur der Tan- 
gentialraum und der Beiraum enthalten mehr als eine Vierpunktebene. — Die von 
vier Nachbarerzeugenden der Regelfläche des R, und den Vierpunktebenen gebildete 
Figur weist genaue Analogien auf zu der von CO. Segre untersuchten Figur von 
vier allgemeinen Geraden des R, und ihren oo? Treffebenen, die wie bekannt, noch 
eine fünfte assoziierte Gerade schneiden. Durch einen Punkt des R, gehen i.a. zwei 
Vierpunktebenen. Diese fallen zusammen, wenn der Punkt einer Hyperfläche Wi 
vierter Ordnung angehört, für welche die Heftebene Doppelebene und die Achse 
des Vierpunktebenenbüschels A dreifache Gerade ist und für die eine Reihe weiterer 
invarianter Beziehungen zur Regelfläche nachweisbar sind. An die Stelle der fünften 
assoziierten Geraden tritt (nach ihrer Definition: 3. Mitt. [dies. Zbl. 23, 270]) die Bei- 
gerade. K. Strubecker (Straßburg). 


Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


Tompkins, C.: A flat Klein bottle isometrically embedded i i - 
Bull. Amer. Math. Soc. 47, 508 (1941). . Ne 
The surface 
U 
. . 2 
in euclidean 4-space is of vanishing Gauss curvature. Following the author this has 
to be regarded as a counterexample to the question whether any compact manifold 
which is equipped with an intrinsically consistent riemannian metric may be embedded 


ae ex ® ° U . D 
% = C0O8V COSU, % = COSvsSIinu, % = 2sinvcos—, % = 2sinvsin 
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in euclidean space so that this metric is induced on it by the metrie of the euclidean 
space. Hlavaty (Prag). 

Varga, 0.: Zur Herleitung des invarianten Differentials in Finslerschen Räumen. 
Mh. Math. Phys. 50, 165—175 (1941). 

Au moyen de la notion d’espace de Riemann osculateur & un espace de Finsler 
le long d’une courbe (cf. A. Nazim, Über Finslersche Räume. Diss. München 1936; 
ce Zbl. 17, 377), ’A. donne une methode nouvelle pour döterminer la connexion atta- 
chee par E. Cartan (Les espaces de Finsler. Act. scient. et industr. 79, Paris 1934; ce 
Zbl. 8, 418) & un espace de Finsler. Lichnerowiez (Paris). 


Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde. Integralgeometrie: 


Humbert, Pierre: G£omötrie plane dans l’espace atiach6 A Pop6rateur Ag. J. Math. 
pures appl. XI.s. 21, 141—153 (1942). 

Die Arbeit ist eine Aus- und Weiterführung der Ergebnisse, die Verf. in einer 
früheren Note (vgl. dies. Zbl. 22, 395) mitgeteilt hat und die sich auf die ebene 
Geometrie beziehen, in der die Entfernung der Punkte x, y und &,, %, durch 
(2 — 20)°+ (y— yo)? gemessen wird. Bezüglich der Begriffe sei auf das angegebene 
Referat verwiesen. Eine Kurve dritten Grades, die durch die drei Punkte der Fern- 
geraden auf den isotropen Richtungen geht, nennt Verf. Kreis; die allgemeine Kreis- 
gleichung lautet + y° + 7,(2, y)+ fı(z, yJ)+k=0, f,= Formen v-ten Grades; drei 
bessnder  Iypen I, = 5 0,2) 5, Shen, = 0 60,3, =0, [, = 808% 
werden auf ihre geometrischen Eigenschaften bezüglich des a. a. O. eingeführten Ortho- 
gonalitätsbegriffes untersucht; z. B. ergibt sich der zweite Typus als Ort des Schnittes 
zweier „orthogonaler‘‘ Geraden durch zwei Punkte der x-Achse und der letzte Typus 
als Ort der Punkte, bei denen das Verhältnis der ‚Entfernungen‘ zu zwei festen 
Punkten der z-Achse konstant ist. Als Parabeln bezeichnet Verf. die Kurven 
y”+3pz=0 und y’— pa 0, als Ellipsen bzw. Hyperbeln die Kurven 


= + & —1. Harald Geppert (Berlin). 


Bol, 6.: Über Eikörper mit Vielecksehatten. Math. Z. 48, 227—246 (1942). 

Der von H. Kneser und W. Süss bewiesene Satz, daß ein Eikörper des R,, der 
in jeder Richtung und auf jede Ebene einen dreieckigen Schatten wirft, selbst ein 
Dreieck ist, legt die Frage nahe, was man über Eikörper aussagen kann, die sich auf 
jede Ebene und in jeder Richtung als Polygone projizieren; sie wird durch vorliegende 
Arbeit erschöpfend beantwortet. Zunächst gilt der schon von Kneser und Süss 
bewiesene Viereckssatz: Hat der Schatten stets höchstens vier Seiten, so ist der Ei- 
körper ein „räumliches Viereck“, d.h. konvexe Hülle von irgend vier Punkten des 
Raumes (also Tetraeder, ebenes Viereck, Dreieck oder Strecke); dieser Satz gilt ent- 
sprechend im R,„ für n + 1-Ecke. Verf. beweist allgemein, daß ein Eikörper des R,, 
dessen Schatten auf jeder Ebene und in jeder Richtung ein Polygon ist, ein Polyeder 
sein muß; dabei ist keine Voraussetzung über die Beschränktheit der Seitenzahlen 
der Schatten notwendig. Weiß man aber, daß keine Projektion mehr als N(=5) 
Ecken hat, so hat, abgesehen vom Fall des ebenen Fünfecks (N = 5), keine Seiten- 
fläche des Polyeders mehr als 2N— 6 Ecken; über die Anzahl der Seitenflächen wird 
dabei nichts ausgesagt, vermutlich hat für N = 6 das Polyeder höchstens 8 Ecken. 
Eine genauere Aussage läßt sich im Falle N = 5 machen: dann ist der Eikörper ent- 
weder ein „räumliches Fünfeck“ (d.h. entweder eben oder aus zwei Tetraedern mit 
einer gemeinsamen Seitenfläche aufzubauen) oder ein spezielles „räumliches Sechseck“ 
(nämlich ein dreiseitiger Pyramidenstumpf mit parallelen Schnittebenen oder die kon- 
vexe Hülle eines Paralleloegramms und einer Strecke in besonderer Lagebeziehung). 
Den Beweisen liegen elementare Betrachtungen über Variation von Stützebenen im 
Sinne der durch das Normalenbild auf der Kugel erklärten Nachbarschaftsbeziehung 
sowie die Tatsache zugrunde, daß die komplementäre Menge einer offenen Menge auf 
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der Kugel abgeschlossen ist und, falls alle ihre Punkte isoliert sind, nur endlich viele 
Punkte enthält. Harald Geppert (Berlin). 
Hadwiger, H.: Bemerkungen über Gitter und Volumen. Mathematica, Cluj 18, 
97-103 (1942). 
Der R, werde von den Vektoren e,, ..., &%, aufgespannt, deren Parallelotop das 
n 


Volumen F =1 besitze. Die Gesamtheit der Punkte Drdeeh, a, ganz, bildet das 
v=1 
Einheitsgitter. Als Jordansches Gebiet @ bezeichnet man eine nur aus inneren Punkten 
bestehende Punktmenge des R,„, die einen n-dimens. Jordanschen Inhalt hat; nimmt 
man die nicht zu @ gehörenden Häufungspunkte hinzu, so entsteht ein „abgeschlossenes 
Jordansches Gebiet“ (a. J. @.). Es ist nun eine Folge des Blichfeldtschen Satzes, daß 
ein offenes Jordansches Gebiet (o. J. G.) mit V/ >1 allein durch Translationen stets 
in eine Lage gebracht werden kann, bei der es mindestens zwei Gitterpunkte des Ein- 
heitsgitters bedeckt, während dies für V =1 nicht der Fall ist; hingegen kann ein 
a.J.G. mit V=1 stets durch Translationen in eine solche Lage gebracht werden, 
daß mindestens zwei Gitterpunkte bedeckt werden. Santalöo hat die Frage auf- 
geworfen, ob es ein a. J.G. mit V/ =1 gibt, das nach jeder Bewegung mindestens 
einen Gitterpunkt bedeckt. Verf. beweist, daß dies nicht der Fall ist, daß also jedes 
a.J. G. mit V =1 so gelegt werden kann, daß kein Gitterpunkt bedeckt wird; wahr- 
scheinlich läßt sich in diesem Satz V etwas vergrößern. In Ergänzung zum obigen 
Blichfeldtschen Satz beweist Verf., daß auch ein 0. J.G. mit Y/ =1 bei Zulassung 
beliebiger Bewegungen so gelegt werden kann, daß wenigstens zwei Gitterpunkte 
bedeckt werden. Harald Geppert (Berlin). 
Hadwiger, H.: Über Parallelinvarianten bei Eikörpern. Comment. math. helv. 15, 
33—35 (1942). 
8; (=1,2) seien zwei Eikörper, M, das Integral der mittleren Krümmung, 
F, die Oberfläche, VY, das Volumen von $,. Unter einer Parallelinvariante wird eine 
Funktion ®(M,,F,, Vı; M,;, F,, V,) verstanden, die beim Übergang von den $,; zu 
den äußeren Parallelkörpern $;(£) im gleichen, Abstand & unverändert bleibt. Jede 
solche Invariante ist darstellbar als stetig differenzierbare Funktion der 5 Fundamen- 
talinvarianten X= M, — M,, Y; = M?—A4nF,, Z,= M? — 6nF,M, + 24n?V,, 
i=1,2. Das sog. Zerfallsintegral A = f {X (8,82) — 148,, worin x(R,,8,) die An- 
zahl der verschiedenen zusammenhängenden Kontinua, die den Durchschnitt von $,, 8, 
zusammensetzen, $, die kinematische Dichte von $, bei festem #, bedeuten und über 
alle Lagen von $, zu integrieren ist, in denen der Durchschnitt mit ®, nicht leer ist, 
ist parallelinvariant. Ob dieses Funktional eine Parallelinvariante im obigen Sinne 
ist, steht noch dahin; für den Sonderfall, daß $; Parallelbereiche von Strecken, also 
Kreiszylinderstücke mit aufgesetzten Halbkugeln sind, ist dies der Fall, und zwar 
findet sich A=4#[X°— 3X(Y, + Y,) + 2(Z, - Z,)]. Harald Geppert. 
Topologie: 
' neigt Annibale: Topologia. Atti Mem. Accad. Sci. Padova, N.s. 57, 934 
(1942). 
Ein für den mathematisch nicht Vorgebildeten berechneter Vortrag über Gegen- 
stand, Wege und Ziele der Topologie. Besprochen werden Eulersche Polyederformel, 
Charakteristik, Orientierbarkeit, Hauptsatz der Flächentopologie, entsprechende Pro- 
bleme in höheren Dimensionen, Riemanns und Poincares Gedanken. AH. Geppert. 
Whitehead, J. H. C.: Note on manifolds. Quart. J. Math. 12, 26—29 (1941). 
Die Note enthält vor allem einen kurzen Beweis dafür, daß eine gewisse Unter- 
teilung einer Mannigfaltigkeit im Sinne von H. A. Newman [Akad. Wetensch. Amster- 
dam, Proc. 29, 611—626 (1926)] und J. W. Alexander [Ann. of Math., II. s. 31, 292 
bis 320 (1930)] mit dem übereinstimmt, was $. 8. Cairns [Proc. Nat. Acad. Sci. U.8.A. 


26, 359—361 (1940)] eine Brouwersche Mannigfaltigkeit genannt hat. Nöbeling. 


95 


Wilbrandt, Günther: Untersuchungen zum Dehnsehen Lemma. Rostock: Diss. 
1939. 29 8. 


Cesari, Lamberto: Su di un problema di Analysis Situs dello spazio ordinario. Ist. 
Lombardo, Rend., III. s. 75, 267—291 (1942). 

C,,0,,C, seien drei Kreiszylinder des reellen euklidischen Raumes dritter Di- 
mension 2, die gleiche Radien und die Koordinatenachsen %, y,2 zu Achsen haben. 
91» 92, 93, 9a Seien vier innere Geraden von (, +G,+0,, i=1,2, 3) innerhalb 
von (,. Jede dieser Geraden sei einer Achse und g, zu g, parallel. g, und g, mögen 
den von 9; und g, gebildeten Streifen treffen. Dann sind alle stetigen geschlossenen, 
ganz außerhalb ©, + 0, + C, liegenden, und in — (9, +9, +93 +4,) zu O homo- 
topen Kurven auch in 2— (2 + + 2) zu 0 homotop und umgekehrt. — Auf die- 
sen Satz stieß Verf., als er die stetigen Flächen mit endlichem Inhalt nach Lebesgue 
analytisch charakterisierte [Ann. Scuola norm. super. Pisa, II. s. 10, 253—295 (1941)] 

@. Scorza Dragoni (Padova). 

Hopf, Heinz: Fundamentalgruppe und zweite Bettische Gruppe. Comment. math. 
helv. 14, 257—309 (1942). 

Ist ©? die Untergruppe der zweiten Bettischen Gruppe ®? eines Komplexes K, 
deren Homologieklassen stetige Bilder von Kugelflächen enthalten, so ist die Struktur 
der Faktorgruppe B?/&* durch die Fundamentalgruppe & des Komplexes bestimmt. 
Ist nämlich % eine freie Gruppe, AR eine invariante Untergruppe derselben und Z/R 
gleich ©, ist ferner XmME der Durchschnitt von A mit der Kommutatorgruppe E 
von % und E(R) die Gruppe der Kommutatoren der Elemente aus 5 mit den Elementen 
aus Rt, so ist B?/S? gleich (RN E)/E(R). Der Beweis beruht auf dem Homotopierand 
algebraischer zweidimensionaler Komplexe. Ist % insbesondere die freie Wegegruppe 
von K und R die Relationengruppe von & in %, so bilden die Homotopieränder eines 
algebraischen Komplexes eine Restklasse von R nach E(R). Die Kugelbilder werden 
auf E(R) selbst abgebildet, die Zyklen auf Elemente, die gleichzeitig in R und E liegen. 
Rein algebraisch läßt sich zeigen, daß die Gruppe (RNE)/E(R) durch & eindeutig 
bestimmt ist. Damit ist das Behauptete bewiesen. Es folgt u. a.: Ist © eine freie 
Abelsche Gruppe vom Range p, so ist B?/&? eine freie Abelsche Gruppe vom Range 
iD S 2 ‚ die zweite Bettische Zahl also mindestens gleich PP = » 
sich aus der Fundamentalgruppe auch Schnitteigenschaften ableiten; in Mannigfaltig- 
keiten ist das Schnittprodukt der Elemente von 8”-! mit Elementen von B?/&® 
sowie die Schnittprodukte zweier Elemente aus 8”! modulo der Torsionsgruppe 7"? 
durch & bestimmt. Auch dieser Zusammenhang beruht wesentlich auf einem algebra- 
ischen Sachverhalt, auf der Möglichkeit, mit Hilfe der zweiten Kommutatorgruppe 
Gruppenprodukte einzuführen, die mit den genannten geometrischen isomorph sind. 
An Einzelresultaten sei genannt, daß sich die Abelschen Fundamentalgruppen drei- 
dimensionaler Mannigfaltigkeiten nunmehr wiederum bestimmen lassen. Ferner gilt: 
Ist eine Gruppe mit nur einer definierenden Relation R Fundamentalgruppe einer 
dreidimensionalen Mannigfaltigkeit und liegt R in der Kommutatorgruppe, so liegt R 
auch in der zweiten Kommutatorgruppe. K. Reidemeister (Marburg, Lahn). 

Hopf, Heinz: Nachtrag zu der Arbeit: Fundamentalgruppe und zweite Bettische 
Gruppe. Comment. math. helv. 15, 27—32 (1942). 

Durch elementare Überlegungen im Anschluß an die Theorie der Deformationen 
von Hurewicz wird gezeigt: „Es seien K, K, zwei Komplexe mit isomorphen Funda- 
mentalgruppen; 82, ®? ihre zweiten Bettischen Gruppen ; ©, © die Gruppen derjenigen 
Homologieklassen, welche stetige Bilder der Kugelfläche enthalten. Dann sind die beiden 
Faktorgruppen 8?/&? und 8}/&7 zueinander isomorph.“ Für asphärische Komplexe 
gilt ein analoger Satz für Bettische Gruppen höherer Dimensionsstufe. Hieraus folgt 
u. a., daß die zyklischen Gruppen die einzigen abelschen Fundamentalgruppen sphäroi- 
daler Mannigfaltigkeiten sind. K. Reidemeister (Marburg). 
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Hopf, Heinz: Maximale Toroide und singuläre Elemente in geschlossenen Liesehen 
Gruppen. Comment. math. helv. 15, 59—70 (1942). 

In einer Abhandlung von Stiefel (dies. Zbl. 26, 386) über die Beziehung zwischen 
geschlossenen Lieschen Gruppen und diskontinuierlichen Bewegungsgruppen wurden 
außer topologischen Methoden auch noch gewisse Ergebnisse der infinitesimalen Theorie 
benutzt. Es gelingt nun unter Heranziehung einer Arbeit von Samelson (dies. Zbl. 24, 
85), die Anwendung der infinitesimalen Methoden zu vermeiden. van der Waerden. 

Nielsen, Jakob: Fixpunktfreie Abbildungen. Mat. Tidsskr. B 1942, 25—41 [Dänisch]. 

Bei fortgesetzter Iteration hat jede Selbstabbildung einer geschlossenen, orientier- 
baren Fläche vom Geschlecht p> 1 Fixpunkte. Bei > 2 gibt es Abbildungen, die 
bis zur Potenz 2(p — 1) ausschließlich fixpunktfrei bleiben, aber spätestens bei dieser 
Potenz ergeben sich Fixpunkte. Unter diesen Abbildungen von „maximaler Fixpunkt- 
freiheit“ können sich keine periodischen Abbildungen befinden: Für p> 2 gibt es 
unter den periodischen Abbildungen solche, die bis zur (p — 1)-ten Potenz ausschließlich, 
aber es gibt keine, die bis zu dieser Potenz einschließlich fixpunktfrei sind. Bip=2 
kann eine periodische Abbildung in erster, aber nicht in höherer Potenz fixpunktfrei 
sein. R.Furch (Rostock). 

Eilenberg, Samuel: On spherical eyeles. Bull. Amer. Math. Soc. 47, 432-434 (1941). 

Eine stetige Abbildung eines n-dimensionalen Polyeders in eine r-dimensionale 
Mannigfaltigkeit mit r> 2n läßt sich durch homöomorphe Abbildungen approxi- 
mieren. Kurt Reidemeister (Marburg). 

Roberts, J. H.: Two-to-one transformations. Duke math. J. 6, 256—262 (1940). 

In Erweiterung eines Ergebnisses von Harrold (dies. Zbl. 22, 410) wird gezeigt: 
Es gibt keine stetige einzweideutige Transformation des zweidimensionalen (abge- 
schlossenen) Elementarflächenstücks auf sich selbst. Die Verallgemeinerung auf 
n-Zellen beliebiger Dimension ist noch nicht möglich, wird aber durch die Verall- 
gemeinerung gewisser, beim Beweis verwendeter Hilfssätze vorbereitet. Furch. 

Markoff, A.: On free topologieal groups. C. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 81, 299—301 
(1941). 

Kelley, J. L.: A deeomposition of compaet eontinua and related theorems on fixed 
sets under continuous transformations. Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 26, 192—194 (1940). 

Es sei M ein kompaktes, metrisches Kontinuum. Zwei Punkte p und q von M 
heißen konjugiert, wenn sie in M durch keinen Punkt r getrennt werden. Ist p kein 
Zerschneidungspunkt [d. h. ist M — (p) zusammenhängend], so wird die Menge aller 
zu p konjugierten Punkte von M mit Mp bezeichnet. Eine F-Menge nennt Verf. 
1) jeden Endpunkt von M (beliebig kleine Umgebungen mit einpunktigen Begrenzungen), 
2) jeden Zerschneidungspunkt und 3) jedes mehrpunktige Mp. Verf. gibt ohne Be- 


weise folgende Sätze an: 1.1. Jedes M» ist ein monotones Produkt I O,, wo jedes C, 
1 


ein Kontinuum ist, für welches M — C, Summe endlich vieler Kontinuen ist, deren 
jedes mit 0, genau einen Punkt gemein hat. 1.2. Eine F-Menge ist ein Kontinuum; 
das Produkt einer F-Menge mit einem Kontinuum ist ein Kontinuum oder leer. 
1.3. M ist die Summe seiner F-Mengen. 1.4. Jeder Nichtzerschneidungspunkt gehört 
zu genau einer F-Menge. 1.5. Zwei Punkte p und g gehören genau dann zur selben 
F-Menge, wenn sie konjugiert sind. 1.6. Ein Punkt, der nicht in einer mehrpunktigen 
F-Menge liegt, ist regulär im Sinne von Menger-Urysohn. 1.7. Das Produkt zweier 
F-Mengen ist ein Zerschneidungspunkt oder leer. Es folgen weiter Sätze über F-Mengen- 
reduzible und -extensible Eigenschaften, z. B.: Die Unikohärenz ist F-Mengen-exten- 
sibel (d. h. wenn jede #-Menge von M unikohärent ist, so auch M). Schließlich werden 
Abbildungen von M auf sich untersucht. Beispiel: Ist T7(M)c M eine stetige Abbil- 
dung von M in sich, so existiert entweder ein Fixpunkt oder eine F-Menge F derart 
daß F. T(F) ein mehrpunktiges Kontinuum enthält. Nöbeling (Erlangen). f 


